
ІV Олімпіада геометричної творчості імені В. А. Ясінського

8–9 КЛАСИ

1. Дано прямокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 , точка𝑀 –– середина гіпотенузи 𝐴𝐵.
Навколо трикутника 𝐵𝐶𝑀 описано коло, яке перетинає відрізок 𝐴𝐶 в точці
𝑄, що відмінна від 𝐶 . Виявилося, що відрізок 𝑄𝐴 вдвічі більший за катет
𝐵𝐶 . Знайдіть гострі кути трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Микола Мороз)

Розв’язання.

𝐴𝐵

𝐶

𝑄

𝑀

30∘

Позначимо довжину катета 𝐵𝐶 за 𝑥. Тоді довжина 𝑄𝐴 становить 2𝑥. Роз-
глянемо вписаний чотирикутник 𝐵𝐶𝑄𝑀 . Оскільки кут 𝐵𝐶𝑄 –– прямий, то
кут 𝐵𝑀𝑄 також прямий. Таким чином 𝑀𝑄 –– серединний перпендикуляр
відрізка 𝐵𝐴. Тому 𝐵𝑄 = 𝑄𝐴 = 2𝑥.

Бачимо, що в прямокутному трикутнику 𝐵𝐶𝑄 катет 𝐵𝐶 вдвічі менший за
гіпотенузу 𝐵𝑄. Звідси можемо зробити висновок, що кут 𝐵𝑄𝐶 рівний 30∘.
Звідси кут 𝐵𝑀𝐶 також рівний 30∘ як вписаний кут, що спирається на ту ж
дугу, що й вписаний кут 𝐵𝑄𝐶 .
Оскільки в прямокутному трикутнику медіана, проведена до гіпотенузи,

рівна її половині, то трикутник 𝐵𝑀𝐶 рівнобедрений. В ньому нам відомий
кут 𝐵𝑀𝐶 між рівними сторонами 𝐵𝑀 та 𝐶𝑀 . Звідси легко знаходимо, що
кут 𝐶𝐵𝑀 становить 75∘. Звідси інший гострий кут трикутника 𝐴𝐵𝐶 рівний
15∘.

Відповідь. ∠𝐴 = 15∘, ∠𝐵 = 75∘.

2. На діагоналі 𝐵𝐷 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 побудовано рівносторонній трикутник
𝐵𝐷𝐸, причому точка 𝐶 розташована всередині трикутника 𝐵𝐷𝐸. Нехай𝑀 ––
середина 𝐵𝐸. Знайдіть кут між прямими 𝑀𝐶 і 𝐷𝐸.

(Дмитро Швецов)

Розв’язання.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸𝑀
Оскільки 𝐷𝑀 –– медіана рівностороннього три-

кутника, то вона є і його висотою та бісектрисою.
Отже, ∠𝐵𝑀𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 90∘, а це означає, що
точки 𝐵, 𝑀 , 𝐶 , 𝐷 лежать на одному колі. Тоді
∠𝐶𝑀𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐷 = 45∘, ∠𝐸𝑀𝐶 = 180∘ − 90∘ −
45∘ = 45∘. Нехай 𝐹 –– точка перетину 𝑀𝐶 і 𝐸𝐷. З
трикутника 𝑀𝐸𝐹 знаходимо

∠𝑀𝐹𝐸 = 180∘ − 60∘ − 45∘ = 75∘.

Відповідь. 75∘.

3. Точка𝑀 –– середина бічної сторони 𝐶𝐷 трапеції 𝐴𝐵𝐶𝐷, точка 𝐾 –– осно-
ва перпендикуляру, проведеного із точки𝑀 на сторону𝐴𝐵. При цьому 3𝐵𝐾 ≤
𝐴𝐾 . Доведіть, що 𝐵𝐶 + 𝐴𝐷 ≥ 2𝐵𝑀 .
Розв’язання.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐾
𝐿
𝐸 𝑀

Проведемо середню лінію 𝑀𝐸. Необхі-
дно довести, що 𝑀𝐸 ≥ 𝐵𝑀 . Відкладемо на
стороні 𝐴𝐵 відрізок 𝐾𝐿, рівний 𝐵𝐾 . З рів-
ності трикутників 𝐵𝐾𝑀 та 𝐿𝐾𝑀 за двома
сторонами та прямим кутом між ними (за
двома катетами) отримуємо, що 𝐵𝑀 = 𝐿𝑀 .
Точка 𝐿 співпадає з точкою 𝐸 або лежить
між 𝐾 та 𝐸, оскільки 3𝐵𝐾 ≤ 𝐴𝐾 . В першо-
му випадку 𝐵𝑀 = 𝐿𝑀 = 𝑀𝐸. В другому ви-
падку в трикутнику 𝐸𝐿𝑀 кут 𝐸𝐿𝑀 –– тупий,
𝑀𝐸 > 𝐿𝑀 = 𝐵𝑀 .

4. Нехай 𝐵𝐵1 і 𝐶𝐶1 –– висоти гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Із точки 𝐵1
опущено перпендикуляри 𝐵1𝐸 та 𝐵1𝐹 відповідно на сторони 𝐴𝐵 і 𝐵𝐶 трику-
тника, а із точки 𝐶1 –– перпендикуляри 𝐶1𝐾 і 𝐶1𝐿 на сторони 𝐴𝐶 і 𝐵𝐶 відпо-
відно. Виявилось, що прямі 𝐸𝐹 і 𝐾𝐿 перпендикулярні. Знайдіть величину
кута 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Олександр Дзюняк)

Розв’язання. Точки 𝐵, 𝐶 , 𝐵1, 𝐶1 лежать на одному колі, а тому пряма 𝐸𝐹 ––
це пряма Сімсона точки 𝐵1 кола, описаного навколо трикутника 𝐵𝐶1𝐶 , а
пряма𝐾𝐿 –– це пряма Сімсона точки 𝐶1 кола, описаного навколо трикутника
𝐵𝐵1𝐶 . Тоді, якщо 𝑇 –– це точка перетину 𝐸𝐹 і 𝐶𝐶1, то 𝐵1𝑇 ⟂ 𝐶𝐶1. Аналогічно,
якщо 𝑆 –– це точка перетину 𝐾𝐿 і 𝐵𝐵1, то 𝐶1𝑆 ⟂ 𝐵𝐵1.
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𝐴

𝐵

𝐶𝐵1

𝐶1

𝑇

𝐾

𝐸

𝑆

𝑃

𝑂

𝐻

𝐹

𝐿

Помітимо, що точки 𝐵1, 𝐾 , 𝐸, 𝐶1, 𝑆, 𝑇 лежать на одному колі. Тоді точка 𝑃
є центром цього кола, оскільки 𝑆𝐾 і 𝐸𝑇 –– діаметри. З того, що ∠𝐸𝑃𝑆 = 90∘
випливає, що ∠𝐸𝐵1𝑆 = 45∘. Тому з трикутника 𝐵𝐸𝐵1: ∠𝐵1𝐵𝐸 = 45∘, а тоді з
трикутника 𝐴𝐵1𝐵: ∠𝐵𝐴𝐶 = 45∘.

5. Нехай 𝐴𝐿 –– бісектриса трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Коло 𝜔1 є описаним навколо
трикутника𝐴𝐵𝐿. Дотична до𝜔1 в точці 𝐵 перетинає продовження𝐴𝐿 в точці
𝐾 . Коло 𝜔2, описане навколо трикутника 𝐶𝐾𝐿, вдруге перетинає 𝜔1 в точці
𝑄, причому 𝑄 лежить на стороні 𝐴𝐶 . Знайдіть величину кута 𝐴𝐵𝐶 .

(Владислав Радомський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶 𝐿

𝐾

𝑄

Очевидно, що ∠𝐴𝑄𝐿 = 180∘ − ∠𝐵 (чоти-
рикутник 𝐴𝑄𝐿𝐵 –– вписаний в коло 𝜔1). То-
ді ∠𝐶𝑄𝐿 = ∠𝐵. В такому разі ∠𝐶𝐾𝐿 =
180∘−∠𝐵 (чотирикутник 𝐶𝑄𝐿𝐾 –– вписаний
в коло 𝜔2). ∠𝐿𝐴𝐵 = ∠𝐿𝐵𝐾 (вписаний кут
і кут між дотичною та хордою). Оскільки
∠𝐶𝐴𝐿 = ∠𝐶𝐵𝐾 , то точки 𝐴, 𝐵, 𝐾 , 𝐶 нале-
жать одному колу. Отже, ∠𝐴𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐾𝐶 як
вписані, які спираються на одну дугу. Тобто
∠𝐵 = 180∘ − ∠𝐵, звідки ∠𝐵 = 90∘.

Відповідь. 90∘.

6. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 проведено висоти 𝐵𝐷 і 𝐶𝑇 , вони перетинаються в
точці 𝐻 . Точка 𝑄 є основою перпендикуляра, опущеного з точки 𝐻 на бі-
сектрису кута 𝐴. Доведіть, що бісектриса зовнішнього кута 𝐴 трикутника
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𝐴𝐵𝐶 , бісектриса кута 𝐵𝐻𝐶 і пряма 𝑄𝑀 , де𝑀 — середина відрізка 𝐷𝑇 , пере-
тинаються в одній точці.

(Матвій Курський)

Розв’язання.
𝐴

𝐵𝐶

𝐷

𝐸𝐿

𝐹

𝑄
𝐻

𝑇
𝑀

Нехай 𝐿 –– точка перетину бісектриси кута 𝐴 і сторони 𝐵𝐶 . Нехай бісектри-
са кута 𝐵𝐻𝐶 перетинає 𝐵𝐶 в точці 𝐸, а зовнішню бісектрису в точці 𝐹. Тоді
слід довести, що точки 𝑄, 𝑀 , 𝐹 лежать на одній прямій.
Очевидно, що точки 𝐴, 𝐷, 𝑇 , 𝐻 лежать на одному колі (∠𝐻𝑇𝐴 = ∠𝐻𝐴𝐷 =

90∘, тоді сума двох протилежних кутів чотирикутника 180∘). З чотирикутни-
ка 𝐴𝐷𝐻𝑇: ∠𝐷𝐻𝑇 = 180∘−∠𝐴. ∠𝑇𝐴𝐹 = 90∘− ∠𝐴

2 , оскільки 𝐴𝐹 є бісектрисою
зовнішнього кута 𝐵𝐴𝐶 трикутника. ∠𝑇𝐻𝐹 = 90∘ − ∠𝐴

2 , оскільки 𝐻𝐹 є бісе-
ктрисою кута 𝐷𝐻𝑇 (вертикального до кута 𝐵𝐻𝐶).
Тоді ∠𝑇𝐴𝐹 = ∠𝑇𝐻𝐹 і вони опираються на один відрізок 𝑇𝐹, тоді чотири-

кутник 𝐴𝐹𝑇𝐻 можна вписати в коло. Оскільки описане коло навколо трьох
точок задається однозначно, а чотирикутники 𝐴𝑄𝐻𝑇 , 𝐴𝐹𝑇𝐻 , 𝐴𝐷𝑇𝐻 мають
три спільні точки (точки 𝐴, 𝐻 , 𝑇), то це означає, що описані кола для цих
чотирикутників співпадають, а значить точки 𝐴, 𝐻 , 𝑇 , 𝑄, 𝐷, 𝐹 лежать на
одному колі.

𝐴𝑄 –– бісектриса кута 𝐷𝐴𝑇 . Це означає, що точка 𝑄 ділить дугу 𝐷𝐻𝑇 нав-
піл. Тоді трикутник 𝐷𝑄𝑇 рівнобедрений (𝑄𝑇 = 𝑄𝐷, відрізки стягують рівні
дуги), тоді бісектриса з вершини 𝑄 пройде через середину 𝐷𝑇 і перетне опи-
сане коло в точці, яка ділить дугу 𝐷𝐴𝑇 навпіл. 𝐻𝐹 –– бісектриса кута 𝐷𝐻𝑇 .
Це означає, що точка 𝐹 ділить дугу 𝐷𝐴𝑇 навпіл. Тоді бісектриса кута 𝑇𝑄𝐷
пройде через середину 𝐷𝑇 (точку 𝑀) і перетне описане коло в точці 𝐹, а це
означає, що точки 𝑄, 𝑀 , 𝐹 лежать на одній прямій, що і треба було довести.
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10–11 КЛАСИ

1. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 . Вписане в трикутник 𝐴𝐵𝐶 коло із
центром в точці 𝐼 дотикається сторін 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 в точках 𝐶1 та 𝐴1 відповідно.
Прямі 𝐴1𝐶1 та 𝐴𝐶 перетинаються в точці 𝑄. Доведіть, що кола, описані нав-
коло трикутників 𝐴𝐼𝐶 і 𝐴1𝐶𝑄, дотикаються.

(Дмитро Швецов)

Розв’язання.

𝐴

𝐵

𝐶 𝑄

𝐴1𝐼

𝐶1

𝑂1

𝑂2

Позначимо центри кіл, які описані навколо трикутників 𝐴𝐼𝐶 і 𝐴1𝐶𝑄, че-
рез 𝑂1 і 𝑂2 відповідно. Доведемо, що точки 𝑂1, 𝐶 , 𝑂2 колінеарні. Оскільки
𝐶 –– спільна точка обох кіл, то цього буде достатньо для доведення потрі-
бного твердження.

Нехай ∠𝐵 = 𝛽. ∠𝐴𝐼𝐶 = 90∘ + 1
2𝛽. Тоді центральний кут 𝐴𝑂1𝐶 (менший)

дорівнює 180∘−𝛽, а з рівнобедреного трикутника𝐴𝑂1𝐶 знаходимо∠𝐴𝐶𝑂1 =1
2𝛽.
Трикутник 𝐶1𝐵𝐴1 рівнобедрений, оскільки 𝐵𝐶1 = 𝐵𝐴1 як дотичні, прове-

дені з точки до кола. Тоді ∠𝐶𝐴1𝑄 = ∠𝐶1𝐴1𝐵 = 90∘ − 1
2𝛽. Це означає, що

∠𝐶𝑂2𝑄 = 180∘−𝛽, а значить з рівнобедреного трикутника 𝐶𝑂2𝑄: ∠𝑂2𝐶𝑄 =
1
2𝛽.
Зазначимо, що точки 𝑂1 та 𝑂2 розташовані по різні боки від прямої 𝐴𝑄,

точка 𝐶 розміщена між точками 𝐴 і 𝑄, ∠𝐴𝐶𝑂1 = ∠𝑄𝐶𝑂2, тобто точки 𝑂1, 𝐶 ,
𝑂2 розташовані на одній прямій, що і потрібно було довести.

2. На середній лінії 𝑀𝑁 трапеції 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) обрано точки 𝐹 і 𝐺 так,
що ∠𝐴𝐵𝐹 = ∠𝐶𝐵𝐺. Доведіть, що тоді ∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐷𝐴𝐺.

(Дмитро Прокопенко)
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Розв’язання.
Перший спосіб. Опишемо коло𝜔 навколо трикутника 𝐴𝐹𝐵. Нехай 𝑇 –– дру-

га точка перетину прямої 𝑀𝑁 з колом 𝜔. Тоді кут ∠𝐹𝑇𝐴 = ∠𝐹𝐵𝐴 (вписані,
які опираються на одну дугу). Аналогічно ∠𝐵𝑇𝐹 = ∠𝐵𝐴𝐹.

Кут ∠𝐵𝐺𝑇 = ∠𝐺𝐵𝐶 як внутрішні різносторонні кути. Оскільки ∠𝐵𝐺𝑇 =
∠𝐺𝑇𝐴, то 𝐵𝐺 ∥ 𝑇𝐴.

Разом з тим 𝐵𝐺 = 𝑇𝐴, оскільки трикутники 𝐵𝐾𝐺 і 𝐴𝑄𝑇 рівні (за катетом
і гострим кутом).

Таким чином, 𝐴𝑇𝐵𝐺 –– паралелограм і ∠𝐵𝑇𝐺 = ∠𝑇𝐺𝐴 (як внутрішні рі-
зносторонні). Але і ∠𝑇𝐺𝐴 = ∠𝐺𝐴𝐷 (як внутрішні різносторонні). Отже,
∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐺𝐴𝐷, що і потрібно було довести.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐹 𝐺 𝑁𝑀𝑇 𝑄
𝐾

𝜔

Другий спосіб. Використаємо таке відоме допоміжне твердження:
Лема. Нехай 𝑀 і 𝑁 –– точки, які лежать всередині заданого кута ∠𝐵𝐴𝐶 .

Промені 𝐴𝑀 і 𝐴𝑁 будуть ізогональними (тобто симетричними відносно бі-
сектриси кута ∠𝐵𝐴𝐶) тоді і тільки тоді, коли виконується співвідношення

𝑑(𝑀;𝐴𝐵)
𝑑(𝑀;𝐴𝐶) =

𝑑(𝑁;𝐴𝐶)
𝑑(𝑁;𝐴𝐵).

Іншими словами,

∠𝑀𝐴𝐵 = ∠𝑁𝐴𝐶 ⇔
𝑑(𝑀;𝐴𝐵)
𝑑(𝑀;𝐴𝐶) =

𝑑(𝑁;𝐴𝐶)
𝑑(𝑁;𝐴𝐵)

(тут 𝑑(𝑋; 𝑙) позначає відстань від точки 𝑋 до прямої 𝑙).
Доведення леми. Нехай 𝑋 та 𝑌 , 𝑃 та 𝑄 –– проекції точок 𝑀 та 𝑁 на прямі

𝐴𝐵 і 𝐴𝐶 відповідно. Тоді ∠𝑋𝑀𝑌 = 180∘ − ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑄𝑁𝑃.
6
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𝐴

𝐵 𝐶

𝑃

𝑄𝑋

𝑌

𝑀
𝑁

Далі одержуємо,

∠𝑋𝑀𝑌 = ∠𝑄𝑁𝑃 і
𝑀𝑋
𝑀𝑌 =

𝑁𝑄
𝑁𝑃 ;

⇕
▵ 𝑋𝑀𝑌 ∼▵ 𝑄𝑁𝑃;

⇕
∠𝑀𝑌𝑋 = ∠𝑁𝑃𝑄;

⇕
∠𝑀𝐴𝐵 = ∠𝑁𝐴𝐶,

бо чотирикутники 𝐴𝑋𝑀𝑌 і 𝐴𝑄𝑁𝑃 –– циклічні, що і завершує доведення ле-
ми.

Перейдемо безпосередньо до розв’язання задачі. Застосувавши лему для
кута ∠𝐴𝐵𝐶 і променів 𝐵𝐹 і 𝐵𝐺 (які за умовою задачі є ізогональними), зна-
ходимо:

𝑑(𝐹, 𝐴𝐵)
𝑑(𝐹, 𝐵𝐶) =

𝑑(𝐺, 𝐵𝐶)
𝑑(𝐺, 𝐴𝐵).

Враховуючи, що точки 𝐹 і 𝐺 рівновіддалені від основ трапеції, останню рів-
ність можна переписати у вигляді

𝑑(𝐹, 𝐴𝐵)
𝑑(𝐹, 𝐴𝐷) =

𝑑(𝐺, 𝐴𝐷)
𝑑(𝐺, 𝐴𝐵) ,

а це і означає (за лемою), що промені 𝐴𝐹 і 𝐴𝐺 є ізогональними всередині
кута ∠𝐵𝐴𝐷, тобто ∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐷𝐴𝐺, що і потрібно було довести.
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3. Відрізки 𝐵𝐹 і 𝐶𝑁 –– висоти в гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 . Пряма 𝑂𝐼 ,
яка з’єднує центри описаного та вписаного кіл трикутника 𝐴𝐵𝐶 паралель-
на до прямої 𝐹𝑁 . Знайдіть довжину висоти 𝐴𝐾 в трикутнику 𝐴𝐵𝐶 , якщо
радіуси його описаного та вписаного кіл дорівнюють 𝑅 та 𝑟 відповідно.

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання.
Оскільки точки 𝐵, 𝑁 , 𝐹, 𝐶 належать одному колу з діаметром 𝐵𝐶 , то

∠𝐴𝐹𝑁 = ∠𝐵. Очевидно, що ∠𝐴𝑂𝐶 = 2∠𝐵 (центральний). Тоді ∠𝐶𝐴𝑂 =
∠𝐴𝐶𝑂 = 1

2(180∘ − 2∠𝐵) = 90∘ − ∠𝐵. Отже, 𝐴𝑂 ⟂ 𝐹𝑁 . За умовою 𝑂𝐼 ∥ 𝐹𝑁 ,
звідси ∠𝐴𝑂𝐼 = 90∘.

𝐴

𝐵𝐶 𝐾

𝑁

𝐹

𝑂
𝐼 𝑇

З’єднаємо 𝐴 та 𝐼 . З трикутника 𝐴𝐾𝐵: ∠𝐾𝐴𝐵 = 90∘ − ∠𝐵 = ∠𝐶𝐴𝑂, тобто
∠𝑂𝐴𝐼 = ∠𝐼𝐴𝐾 (𝐴𝐼 –– бісектриса).

Через 𝐼 проведемо пряму паралельно до 𝐵𝐶 . Нехай вона перетне висоту
𝐴𝐾 в точці 𝑇 . Очевидно, 𝑇𝐾 = 𝑟.

Оскільки трикутники 𝐴𝐼𝑂 та 𝐴𝐼𝑇 рівні за гіпотенузою і гострим кутом,
то 𝐴𝑇 = 𝐴𝑂 = 𝑅 . Таким чином, 𝐴𝐾 = 𝐴𝑇 + 𝑇𝐾 = 𝑅 + 𝑟.

Відповідь. 𝑅 + 𝑟.

4. Висоти гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 перетинаються в точці 𝐻 . На
відрізках 𝐵𝐻 та 𝐶𝐻 позначили точки 𝐵1 та 𝐶1 відповідно так, що 𝐵1𝐶1 ∥ 𝐵𝐶 .
Виявилося, що центр кола𝜔, описаного навколо трикутника 𝐵1𝐻𝐶1, лежить
на прямій 𝐵𝐶 . Доведіть, що коло Γ, яке описане навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶 ,
дотикається кола 𝜔.
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Розв’язання. Позначимо через Γ′ коло, описане навколо трикутника 𝐵𝐻𝐶 .
На дотичній до кола Γ′ в точці 𝐻 позначимо точку 𝑋, яка розташовується
всередині кута 𝐵𝐶𝐻 . Тоді∠𝐵𝐻𝑋 = ∠𝐵𝐶𝐻 = ∠𝐵1𝐶1𝐻 (остання рівність слідує
з того, що 𝐵𝐶 ∥ 𝐵1𝐶1). Отже, коло 𝜔 дотикається до прямої 𝐻𝑋 та кола Γ′ в
точці 𝐻 .

𝐴

𝐵 𝐶
𝐵1

𝐶1

𝐻

𝐻 ′

𝑋

Γ

Γ′

𝜔

Позначимо через 𝐻 ′ точку симетричну 𝐻 відносно прямої 𝐵𝐶 (як відомо,
ця точка лежить на колі Γ).
Отже, при симетрії відносно 𝐵𝐶 коло Γ′ переходить в коло Γ, а коло 𝜔 ––

саме в себе, оскільки центр кола 𝜔 належить прямій 𝐵𝐶 . Оскільки 𝜔 доти-
кається Γ′, то воно дотикається і до Γ, що необхідно було довести.

5. Про трикутник 𝐴𝐵𝐶 відомо, що 3 ⋅ 𝐵𝐶 = 𝐶𝐴 + 𝐴𝐵. Нехай 𝐴-симедіана
трикутника 𝐴𝐵𝐶 перетинає описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 в точці 𝐷. Дове-
діть, що

1
𝐵𝐷 +

1
𝐶𝐷 =

6
𝐴𝐷 .

Примітка. Якщо 𝐴𝑀 –– медіана трикутника, то промінь, який симетричний променю
𝐴𝑀 відносно бісектриси кута 𝐴 трикутника, називається 𝐴-симедіаною трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Ercole Suppa, Italy)

Розв’язання.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷
𝑀

За теоремою Птоломея для вписа-
ного чотирикутника 𝐴𝐵𝐷𝐶 знаходи-
мо:

𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷,

звідки

𝐴𝐷 =
𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷

𝐵𝐶 .

Із теореми синусів для трикутників
𝐴𝐵𝐷, 𝐴𝐷𝐶 , 𝐴𝐵𝑀 , 𝐴𝑀𝐶 легко встано-
вити, що 𝐵𝐷

𝐶𝐷 = 𝐴𝐵
𝐴𝐶 . Справді, з трику-

тників 𝐴𝐵𝑀 і 𝐴𝑀𝐶 знаходимо, що
𝐴𝐵
𝐴𝐶 = sin∠𝑀𝐴𝐶

sin∠𝑀𝐴𝐵 , а з трикутників 𝐴𝐵𝐷
і 𝐴𝐶𝐷: 𝐵𝐷

𝐶𝐷 = sin∠𝐷𝐴𝐵
sin∠𝐷𝐴𝐶 .

Тоді:
𝐴𝐷
𝐵𝐷 +

𝐴𝐷
𝐶𝐷 =

𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷
𝐵𝐶 ⋅ 𝐵𝐷 +

𝐴𝐵 ⋅ 𝐶𝐷 + 𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷
𝐵𝐶 ⋅ 𝐶𝐷 =

=
𝐴𝐵
𝐵𝐶 ⋅

𝐶𝐷
𝐵𝐷 +

𝐴𝐶
𝐵𝐶 +

𝐴𝐵
𝐵𝐶 +

𝐴𝐶
𝐵𝐶 ⋅

𝐵𝐷
𝐶𝐷 =

=
𝐴𝐵
𝐵𝐶 ⋅

𝐴𝐶
𝐴𝐵 +

𝐴𝐶
𝐵𝐶 +

𝐴𝐵
𝐵𝐶 +

𝐴𝐶
𝐵𝐶 ⋅

𝐴𝐵
𝐴𝐶 =

=
𝐴𝐶
𝐵𝐶 +

𝐴𝐶
𝐵𝐶 +

𝐴𝐵
𝐵𝐶 +

𝐴𝐵
𝐵𝐶 =

2(𝐴𝐶 + 𝐴𝐵)
𝐵𝐶 = 6,

що рівносильно рівності, яку і потрібно було довести.

6. В нерівнобедреному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 𝐼 –– центр вписаного кола, 𝑀1 ––
середина сторони 𝐵𝐶 , 𝐾2, 𝐾3 –– точки дотику вписаного кола трикутника з
відрізками 𝐴𝐶 і 𝐴𝐵 відповідно. Точка 𝑃 лежить на описаному колі трику-
тника 𝐵𝐶𝐼 , а кут 𝑀1𝑃𝐼 –– прямий. Доведіть, що прямі 𝐵𝐶 , 𝑃𝐼 , 𝐾2𝐾3 перети-
наються в одній точці.

(Михайло Плотніков)

Розв’язання.
Нехай 𝑄 –– точка перетину 𝐵𝐶 і 𝐾2𝐾3. Тоді за теоремою Менелая для пря-

мої 𝐾2𝐾3 і трикутника 𝐴𝐵𝐶

𝐵𝐾3
𝐾3𝐴

⋅
𝐴𝐾2
𝐾2𝐶

⋅
𝐶𝑄
𝑄𝐵 = 1.
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𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝐸

𝑀1 𝐾1

𝐼

𝑃

𝐾3

𝐾2

𝑇

𝑄

Нескладно також показати, що
𝐵𝐾3
𝐾3𝐴

⋅
𝐴𝐾2
𝐾2𝐶

⋅
𝐶𝐾1
𝐾1𝐵

= 1,

де 𝐾1 –– точка дотику вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 з відрізком 𝐵𝐶 . Тому

𝐶𝑄
𝑄𝐵 =

𝐶𝐾1
𝐾1𝐵

.

Нехай 𝑇 –– ортоцентр трикутника 𝐵𝐶𝐼 , а 𝐷, 𝐸 –– основи перпендикулярів
з точок 𝐵 і 𝐶 на прямі 𝐼𝐶 та 𝐼𝐵 відповідно.
Розглянемо такі кола: коло, що проходить через точки 𝐵, 𝐼 , 𝐶 , коло, що

побудоване на 𝐵𝐶 , як на діаметрі і коло, що побудоване на 𝐼𝑇 , як на діаметрі.
Друге із вказаних кіл містить точки 𝐷 і 𝐸, а третє ––𝐷, 𝐸 і 𝑃. Радикальні осі
𝐵𝐶 , 𝐷𝐸, 𝑃𝐼 цих трьох кіл перетинаються в одній точці (назвемо її 𝑄 ′). Згідно
теоремам Чеви і Менелая для трикутника 𝐵𝐼𝐶 , прямої 𝐷𝐸 і точки 𝑇:

𝐶𝐷
𝐷𝐼 ⋅

𝐼𝐸
𝐸𝐵 ⋅

𝐵𝐾1
𝐾1𝐶

= 1,

𝐶𝐷
𝐷𝐼 ⋅

𝐼𝐸
𝐸𝐵 ⋅

𝐵𝑄 ′

𝑄 ′𝐶 = 1.

Тому 𝐶𝑄 ′

𝑄 ′𝐵 = 𝐶𝐾1
𝐾1𝐵

, тобто точки 𝑄 і 𝑄 ′ співпадають, що і треба було довести.
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