
VIII Геометрична олімпіада імені В.А. Ясінського (2024)

8 КЛАС

1. Нехай 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 — медіани гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶. На прямій
𝐵𝐶 обрали точки 𝐾 ≠ 𝐵 та 𝐿 ≠ 𝐶 такі, що 𝐵𝐸 = 𝐸𝐾 та 𝐶𝐹 = 𝐹𝐿. Доведіть,
що 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.

2. Нехай 𝐼 та 𝑂 — центри вписаного та описаного кіл трикутника 𝐴𝐵𝐶, у
якому ∠𝐴 < ∠𝐵 < ∠𝐶. Точки 𝑃 та 𝑄 такі, що 𝐴𝐼𝑂𝑃 та 𝐵𝐼𝑂𝑄 — рівнобічні
трапеції (𝐴𝐼 ∥ 𝑂𝑃, 𝐵𝐼 ∥ 𝑂𝑄). Доведіть, що 𝐶𝑃 = 𝐶𝑄.
3. Нехай 𝑊 — середина дуги 𝐵𝐶 описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, яка

не містить точку 𝐴. На сторонах 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 відмітили точки 𝑃 та 𝑄 відпо-
відно так, що 𝐴𝑃𝑊𝑄 паралелограм, а на стороні 𝐵𝐶 точки 𝐾 та 𝐿 так, що
𝐵𝐾 = 𝐾𝑊 та 𝐶𝐿 = 𝐿𝑊. Доведіть, шо прямі 𝐴𝑊, 𝐾𝑄 та 𝐿𝑃 перетинаються в
одній точці.

4. На стороні 𝐴𝐵 рівнобічної трапеції 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) відмітили точки
𝐸 та 𝐹 так, що у чотирикутник 𝐶𝐷𝐸𝐹 можна вписати коло. Доведіть, що
описані кола трикутників 𝐴𝐷𝐸 та 𝐵𝐶𝐹 дотикаються.

5. На стороні 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 відмітили точку 𝑃 так, що 𝐴𝑃 = 1
3𝐴𝐶,

а на відрізку 𝐵𝑃 точку 𝑆 так, що 𝐶𝑆 ⟂ 𝐵𝑃. Точка 𝑇 є такою, що 𝐵𝐶𝑆𝑇 пара-
лелограм. Доведіть, що 𝐴𝐵 = 𝐴𝑇.
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1. Всередині трикутника 𝐴𝐵𝐶 обрали точку 𝐷 так, що ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐶.
Промені 𝐵𝐷 та 𝐶𝐷 перетинають описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 у точках 𝐸 та
𝐹 відповідно. На відрізку 𝐸𝐹 обрали точки 𝐾 та 𝐿 так, що
∠𝐴𝐾𝐷 = 180∘ − ∠𝐴𝐶𝐵 та ∠𝐴𝐿𝐷 = 180∘ − ∠𝐴𝐵𝐶, причому відрізки 𝐸𝐿 та
𝐹𝐾 не перетинають пряму 𝐴𝐷. Доведіть, що 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.

2. Нехай𝑀 — середина сторони 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐷 —довільна точка
на дузі 𝐵𝐶 описаного кола, яка не містить точку 𝐴, 𝑁 — середина 𝐴𝐷. Коло,
яке проходить через точки 𝐴, 𝑁 і дотикається до 𝐴𝐵, перетинає сторону 𝐴𝐶
у точці 𝐸. Доведіть, шо точки 𝐶, 𝐷, 𝐸 та 𝑀 лежать на одному колі.

3. Нехай 𝐻 — ортоцентр гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝑇 — діаметр
кола, описаного навколо цього трикутника. На сторонах𝐴𝐶 та𝐴𝐵 відмітили
точки 𝑋 та 𝑌 так, що 𝑇𝑋 = 𝑇𝑌 та ∠𝑋𝑇𝑌 + ∠𝑋𝐴𝑌 = 90∘. Доведіть, що
∠𝑋𝐻𝑌 = 90∘.

4. Нехай 𝜔 — описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶, у якому 𝐴𝐵 > 𝐴𝐶. 𝑁 — се-
редина дуги ⌣𝐵𝐴𝐶, 𝐷 — точка на колі 𝜔, для якої 𝑁𝐷 ⟂ 𝐴𝐵, а 𝐼 — центр
вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶. Відновіть трикутник 𝐴𝐵𝐶, якщо дано ли-
ше точки 𝐴, 𝐼 та 𝐷.
5. Нехай 𝐴𝐿 — бісектриса трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑂 — центр кола, описано-

го навколо цього трикутника, 𝐷 та 𝐸 — середини 𝐵𝐿 та 𝐶𝐿 відповідно. На
відрізках 𝐴𝐷 та 𝐴𝐸 відмітили точки 𝑃 та 𝑄 так, що 𝐴𝑃𝐿𝑄 паралелограм.
Доведіть, що 𝑃𝑄 ⟂ 𝐴𝑂.
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1. Нехай 𝐼 та 𝑂 — центри вписаного та описаного кіл прямокутного три-
кутника 𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 = 90∘), 𝐾 — точка дотику вписаного кола з 𝐴𝐶, а 𝑃 та
𝑄 — точки перетину описаного кола трикутника 𝐴𝑂𝐾 з 𝑂𝐶 та з описаним
колом трикутника 𝐴𝐵𝐶 відповідно. Доведіть, що точки 𝐶, 𝐼, 𝑃 та 𝑄 лежать
на одному колі.

2. Нехай 𝑂 та 𝐻 — центр описаного кола та ортоцентр гострокутного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. На сторонах 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 відмітили точки 𝐷 та 𝐸 відповід-
но так, що відрізок 𝐷𝐸 проходить через точку 𝑂 та 𝐷𝐸 ∥ 𝐵𝐶. На сторо-
ні 𝐵𝐶 обрали точки 𝑋 та 𝑌 такі, що 𝐵𝑋 = 𝑂𝐷 та 𝐶𝑌 = 𝑂𝐸. Доведіть,
що ∠𝑋𝐻𝑌 + 2∠𝐵𝐴𝐶 = 180∘.

3. Всередині трикутника𝐴𝐵𝐶 обрали точки𝐷 та 𝐸 такі, що∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐸
та ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐸. Точка 𝐹 на стороні 𝐴𝐵 є такою, що 𝐷𝐹 ∥ 𝐴𝐶, а точка 𝐺
на стороні 𝐴𝐶 є такою, що 𝐸𝐺 ∥ 𝐴𝐵. Доведіть, що ∠𝐵𝐹𝐺 = ∠𝐵𝐷𝐶.
4. Нехай 𝐼 та 𝑀 — інцентр та точка перетину медіан нерівнобедреного

трикутника 𝐴𝐵𝐶. Пряма, яка проходить через точку 𝐼 паралельно до 𝐵𝐶,
перетинає 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 у точках 𝐸 та 𝐹 відповідно. Відновіть трикутник 𝐴𝐵𝐶,
якщо дано лише точки 𝐸, 𝐹, 𝐼 та 𝑀.
5. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 — вписаний шестикутник, причому 𝐴𝐷 ∥ 𝐸𝐹. На діа-

гоналях 𝐴𝐸 та 𝐷𝐹 відмітили точки 𝑋 та 𝑌 відповідно так, що 𝐶𝑋 = 𝐸𝑋 та
𝐵𝑌 = 𝐹𝑌. Нехай 𝑂 — точка перетину 𝐴𝐸 та 𝐹𝐷, 𝑃 — точка перетину 𝐶𝑋 та
𝐵𝑌, 𝑄 — точка перетину 𝐵𝐹 та 𝐶𝐸. Доведіть, що точки 𝑂, 𝑃, 𝑄 лежать на
одній прямій.
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