
V Олімпіада геометричної творчості імені В. А. Ясінського

8–9 КЛАСИ

1. 𝐾 –– довільна точка всередині гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 , в яко-
му ∠𝐴 = 30∘. 𝐹 та 𝑁 –– точки перетину медіан в трикутниках 𝐴𝐾𝐶 і 𝐴𝐾𝐵
відповідно. Відомо, що 𝐹𝑁 = 𝑞. Знайдіть радіус кола, описаного навколо
трикутника 𝐴𝐵𝐶 .

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝐹

𝑇

𝑁

𝑄𝑇
𝐾

Нехай 𝐵𝐶 = 𝑎 і точка 𝑂 –– центр описано-
го навколо △𝐴𝐵𝐶 кола. Тоді ∠𝐵𝑂𝐶 = 60∘ ––
центральний, отже△𝐵𝑂𝐶 –– рівносторонній і
𝑎 = 𝑅 .

Нехай також промені 𝐴𝐹 і 𝐴𝑁 перетинають
𝐶𝐾 і 𝐵𝐾 відповідно у точках 𝑇 і 𝑄. Оскільки

𝐴𝐹
𝐹𝑇 =

𝐴𝑁
𝑁𝑄 =

2
1,

то 𝐹𝑁 = 2
3𝑇𝑄 і 𝑇𝑄 = 3

2𝑞.
Але 𝑇𝑄 –– середня лінія трикутника 𝐵𝐾𝐶 ,

отже, 𝑇𝑄 = 1
2𝑎. Звідси 𝑎 = 2𝑇𝑄 = 3𝑞. Але

𝑎 = 𝑅 . Отже, 𝑅 = 3𝑞.
Відповідь. 3𝑞.

2. Дано чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷, навколо яко-
го можна описати коло. До сторін 𝐴𝐷 і 𝐶𝐷 провели серединні перпенди-
куляри, які перетинаються у точці 𝑄 та перетинають сторони 𝐵𝐶 і 𝐴𝐵 у
точках 𝑃 і 𝐾 відповідно. Виявилось, що точки 𝐾 , 𝐵, 𝑃, 𝑄 лежать на одному
колі. Доведіть, що точки 𝐴, 𝑄, 𝐶 лежать на одній прямій.

(Олена Артемчук)

Розв’язання.
Точка 𝑄 є точкою перетину серединних перпендикулярів до двох сторін

вписаного чотирикутника, а тому є центром кола, що описане навколо ньо-
го.

Нехай точки 𝑅 і 𝑆 –– середини сторін 𝐴𝐷 і 𝐶𝐷 відповідно, а ∠𝐴𝐵𝐶 = 𝛼.
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V Олімпіада геометричної творчості імені В. А. Ясінського

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐾 𝑃

𝑄
𝑅 𝑆

Оскільки чотирикутник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписаний, то

∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐴𝐷𝐶 = 180∘,

а тому ∠𝐴𝐷𝐶 = 180∘ − 𝛼. Так як 𝑄𝑅 ⟂ 𝐴𝐷 і 𝑄𝑆 ⟂ 𝐶𝐷, то ∠𝑅𝑄𝑆 + ∠𝐴𝐷𝐶 =
180∘, звідки ∠𝑅𝑄𝑆 = 𝛼. Тоді ∠𝑅𝑄𝑆 = ∠𝐾𝑄𝑃 = ∠𝐾𝐵𝑃 = 𝛼.

За умовою, чотирикутник 𝐾𝐵𝑃𝑄 вписаний, а тому ∠𝐾𝑄𝑃 +∠𝐾𝐵𝑃 = 180∘,
а оскільки ці кути рівні, то ∠𝐾𝑄𝑃 = ∠𝐾𝐵𝑃 = 90∘.

Оскільки ∠𝐴𝐵𝐶 = 90∘ –– вписаний, то 𝐴𝐶 –– діаметр, а тому 𝐴, 𝑄, 𝐶 дійсно
лежать на одній прямій (діаметрі), що й треба було довести.

3. Доведіть, що в трикутнику 𝐴𝐵𝐶 основа висоти 𝐴𝐻 , точка дотику впи-
саного кола зі стороною 𝐵𝐶 і проекції точки 𝐴 на бісектриси ∠𝐵 та ∠𝐶 три-
кутника лежать на одному колі.

(Дмитро Прокопенко)

Розв’язання.

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷 𝐸

𝐻𝐹

𝐼

𝐵1 𝐶1
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V Олімпіада геометричної творчості імені В. А. Ясінського

Нехай 𝐼 — центр вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 , 𝐷, 𝐸 — проекції то-
чки 𝐴 на бісектриси кутів 𝐶 та 𝐵 відповідно, 𝐹 — проекція точки 𝐼 на 𝐵𝐶 .
Промені 𝐴𝐷 і 𝐴𝐸 перетинають пряму 𝐵𝐶 в точках 𝐵1 і 𝐶1 відповідно. 𝐶𝐷 є
бісектрисою і висотою в трикутнику 𝐴𝐵1𝐶 . Отже, 𝐷 — середина 𝐴𝐵1. Ана-
логічно, 𝐸 — середина 𝐴𝐶1.
Тоді в трикутнику 𝐴𝐵1𝐶1 𝐼 — точка перетину серединних перпендикуля-

рів. Таким чином, 𝐼 — центр описаного кола трикутника 𝐴𝐵1𝐶1, тоді 𝐹 —
середина 𝐵1𝐶1. Тоді точки 𝐷, 𝐸, 𝐹, 𝐻 лежать на колі Ейлера трикутника
𝐴𝐵1𝐶1, що і потрібно було довести.

4. Дано гострокутний трикутник 𝐴𝐵𝐶 , в якому ∠𝐵𝐴𝐶 = 60∘. На сторонах
𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 взято точки 𝑇 та𝑄 відповідно –– такі, що 𝐶𝑇 = 𝑇𝑄 = 𝑄𝐵. Доведіть,
що центр зовнівписаного кола трикутника 𝐴𝑇𝑄 належить стороні 𝐵𝐶 .

(Дмитро Швєцов)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑇 𝑄

𝑃

Розглянемо △𝐴𝑇𝑄. Нехай бісектриси зовнішніх кутів ∠𝐴𝑇𝑄 і ∠𝐴𝑄𝑇 пе-
ретинаються в точці 𝑃, а кути ∠𝐴𝑇𝑄 і ∠𝐴𝑄𝑇 дорівнюють 𝛼 та 𝛽 відповідно.
Потрібно довести, що точки 𝐶 , 𝑃, 𝐵 лежать на одній прямій.

Очевидно, 𝛼 + 𝛽 = 180∘ − 60∘ = 120∘. Оскільки ∠𝐶𝑇𝑃 = ∠𝑃𝑇𝑄 = 90∘ − 𝛼
2

і ∠𝑇𝑄𝑃 = ∠𝑃𝑄𝐵 = 90∘ − 𝛽
2 , то

∠𝑇𝑃𝑄 = 180∘ − ⒧90∘ −
𝛼
2⒭ −⒧90∘ −

𝛽
2⒭ = 𝛼 + 𝛽

2 = 60∘.

З’єднаємо точку 𝑃 з вершинами 𝐵 і 𝐶 . △𝑇𝑃𝐶 = △𝑇𝑃𝑄 (за двома сторона-
ми і кутом між ними). Отже, ∠𝑇𝑃𝐶 = ∠𝑇𝑃𝑄 = 60∘.

Аналогічно ∠𝑄𝑃𝐵 = ∠𝑄𝑃𝑇 = 60∘.
Таким чином, ∠𝐶𝑃𝐵 = 60∘ ⋅ 3 = 180∘ і точка 𝑃 належить стороні 𝐵𝐶 , що і

треба було довести.
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V Олімпіада геометричної творчості імені В. А. Ясінського

5. Навколо рівнобедреного трикутника 𝐴𝐵𝐶 з основою 𝐵𝐶 описано ко-
ло. Бісектриса кута 𝐶 і бісектриса кута 𝐴 перетинають коло у точках 𝐸 і 𝐷
відповідно, а відрізок 𝐷𝐸 перетинає сторони 𝐵𝐶 і 𝐴𝐵 у точках 𝑃 і 𝑄 відпо-
відно. Відновіть △𝐴𝐵𝐶 за точками 𝐷, 𝑃, 𝑄, якщо відомо, в якій півплощині
відносно прямої 𝐷𝑄 лежить вершина 𝐴.

(Марія Рожкова)

Розв’язання.
𝐴

𝐵 𝐶

𝐸

𝐷

𝑄

𝑃 𝐻

𝛼
𝛼

𝛼𝛼

⒧90∘ − 𝛼⒭

Здійснимо аналіз. Проведемо 𝐵𝐷. ∠𝐴𝐵𝐷 = 90∘ (вписаний кут, що спирає-
ться на діаметр 𝐴𝐷).

∠𝐵𝐻𝐷 = ∠𝐴𝐻𝐶 = 90∘ (𝐴𝐻 –– бісектриса рівнобедреного △𝐵𝐴𝐶 , проведе-
но до основи 𝐵𝐶 , а отже і висота).

∠𝐴𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐷𝐸, ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐵𝐷𝐸 (як вписані кути, що спираються на одну
дугу), але ∠𝐴𝐶𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐸 за умовою. Отже:

∠𝐴𝐶𝐸 = ∠𝐵𝐶𝐸 = ∠𝐴𝐷𝐸 = ∠𝐵𝐷𝐸 = 𝛼.
Тоді з △𝐷𝐵𝑄 (∠𝐵 = 90∘): ∠𝐵𝑄𝐷 = 90∘ − 𝛼.
З △𝐷𝐻𝑃 (∠𝐻 = 90∘): ∠𝐷𝑃𝐻 = 90∘ − 𝛼 і ∠𝐵𝑃𝑄 = 90∘ − 𝛼 (вертикальні

кути). Тобто ∠𝐵𝑄𝐷 = ∠𝐵𝑃𝑄 і △𝐵𝑃𝑄 рівнобедрений (за ознакою).
Тоді приходимо до побудови:
• точку 𝐵 отримуємо як одну з точок перетину серединного перпенди-

куляра відрізка 𝑃𝑄 і кола, побудованого на 𝐷𝑄 як на діаметрі;
• точка 𝐴 визначається перетином прямої 𝐵𝑄 та прямої, що проходить

через точку 𝐷 перпендикулярно 𝐵𝑃;
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• точка 𝐶 –– симетрична точці 𝐵 відносно прямої 𝐴𝐷.

6. В колі 𝜔 провели хорду 𝐵𝐶 , яка не є діаметром. Точка 𝐴 рухається
по колу 𝜔. 𝐻 –– ортоцентр трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Доведіть, що при будь-якому
розташуванні точки 𝐴 коло, побудоване на 𝐴𝐻 як на діаметрі, дотикається
двох фіксованих кіл 𝜔1 та 𝜔2.

(Дмитро Прокопенко)
Розв’язання.

𝐴

𝐵 𝐶𝑀
𝐻

𝑃

𝑄

𝐷
𝑂𝜔

𝜔′

Введемо такі позначення: 𝑂 —центр кола𝜔, 𝑅 —радіус𝜔,𝑀 —середина
𝐵𝐶 , 𝐷 — середина 𝐴𝐻 , 𝜔′ — коло з діаметром 𝐴𝐻 , 𝑑 — радіус 𝜔′.
Для розв’язання задачі ми використаємо такий відомий факт: два некон-

центричні кола з радіусами 𝑟 та 𝑅 (𝑟 ≤ 𝑅) дотикаються тоді і тільки тоді,
коли відстань між центрами цих кіл дорівнює 𝑅 + 𝑟 або 𝑅 − 𝑟.

Нехай 𝑃𝑄 — діаметр кола 𝜔, якому належить точка 𝑀 , причому 𝑀 на-
лежить відрізку 𝑂𝑄. Доведемо, що коло 𝜔′ дотикається до кіл з центром в
точці 𝑀 і радіусами 𝑀𝑃 та 𝑀𝑄 (позначимо їх відповідно 𝜔1 та 𝜔2). Очеви-
дно, що ці кола фіксовані і не залежать від вибору точки 𝐴.

Добре відомо, що 𝑂𝑀 = 1
2𝐴𝐻 = 𝐴𝐷 = 𝑑. З цього випливає, що чотирику-

тник 𝑂𝐴𝐷𝑀 — паралелограм. Тоді 𝑀𝑃 = 𝑅 + 𝑑 — радіус 𝜔1, 𝑀𝑄 = 𝑅 − 𝑑 —
радіус 𝜔2.

Виходить, що відстань між центрами кіл 𝜔′ і 𝜔1 дорівнює різниці радіусів
цих кіл, а відстань між центрами кіл 𝜔′ і 𝜔2 дорівнює сумі радіусів цих кіл.
Отже, 𝜔′ дотикається і 𝜔1, і 𝜔2.
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10–11 КЛАСИ

1. Нехай 𝐵𝐹 та 𝐶𝑁 — висоти гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Бісектриси
кутів 𝐴𝐶𝑁 та 𝐴𝐵𝐹 перетинаються в точці 𝑇 . Знайдіть радіус кола, описаного
навколо трикутника 𝐹𝑇𝑁 , якщо відомо, що 𝐵𝐶 = 𝑎.

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝐹
𝑇

𝑁

Точки 𝐵, 𝑁 , 𝐹, 𝐶 належать одному колу
з діаметром 𝐵𝐶 (∠𝐵𝑁𝐶 = ∠𝐵𝐹𝐶 = 90∘).
Покажемо, що й точка 𝑇 належить цьому
колу.∠𝐴𝐶𝑁 = ∠𝐴𝐵𝐹 = 90∘−∠𝐴. Тоді їх по-
ловинки ∠𝑇𝐶𝑁 = ∠𝐴𝐵𝑇 = 45∘− ∠𝐴

2 . Отже,
точки 𝐵, 𝑁 , 𝑇 , 𝐶 лежать на одному колі.
Тому усі 5 точок 𝐵, 𝑁 , 𝑇 , 𝐹, 𝐶 лежать на

одному колі з діаметром 𝐵𝐶 = 𝑎.
Таким чином, радіус кола, описаного

навколо трикутника 𝐹𝑇𝑁 , дорівнює 1
2𝑎.

Відповідь. 1
2𝑎.

2. У чотирикутнику 𝐴𝐵𝐶𝐷 відомо, що
∠𝐴 = 90∘, ∠𝐶 = 45∘. Діагоналі 𝐴𝐶 і 𝐵𝐷 перетинаються в точці 𝐹, причо-
му 𝐵𝐶 = 𝐶𝐹, а діагональ 𝐴𝐶 є бісектрисою кута 𝐴. Визначіть два інші кути
чотирикутника 𝐴𝐵𝐶𝐷.

(Марія Рожкова)

Розв’язання.
З умови випливає, що ∠𝐶𝐵𝐹 = ∠𝐵𝐹𝐶 = ∠𝐴𝐹𝐷. Тоді у △𝐴𝐹𝐷 і △𝐶𝐵𝐷:

∠𝐴𝐷𝐹 = ∠𝐵𝐷𝐶 , бо ∠𝐹𝐴𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐷 = 45∘. Отже, 𝐷𝐵 –– бісектриса ∠𝐷.
Проведемо 𝐵𝐾 ⟂ 𝐷𝐶 .△𝐴𝐷𝐵 = △𝐾𝐷𝐵 (за гіпотенузою 𝐵𝐷 і гострим кутом

∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐾𝐷𝐵).
Позначимо 𝐴𝐷 = 𝑎, 𝐴𝐵 = 𝑏. Тоді 𝐷𝐾 = 𝑎, 𝐵𝐾 = 𝑏.
△𝐵𝐾𝐶 –– прямокутний рівнобедрений (∠𝐶 = 45∘). Тому 𝐶𝐾 = 𝐵𝐾 = 𝑏,

𝐶𝐷 = 𝑎 + 𝑏.
Проведемо 𝐶𝑁 ⟂ 𝐵𝐷. △𝐶𝑁𝐷 ∼ △𝐵𝐴𝐷. Тому:

𝐶𝐷
𝐵𝐷 =

𝐷𝑁
𝐴𝐷 ; ⇔

𝑎 + 𝑏
𝑎2 + 𝑏2

=
𝐷𝑁
𝑎 ; ⇔ 𝐷𝑁 =

𝑎 ⒧𝑎 + 𝑏⒭
𝑎2 + 𝑏2

.
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𝐴

𝐵
𝐶

𝐷

𝐹
𝐾

𝑁

45∘

45∘

45∘

𝑎

𝑎

𝑏

𝑏
𝑏

З іншого боку 𝐷𝑁 = 𝐹𝐷 + 1
2𝐵𝐹. За

властивістю бісектриси з △𝐴𝐵𝐷 має-
мо:

𝐹𝐷 =
𝑎𝑎2 + 𝑏2

𝑎 + 𝑏 , 𝐵𝐹 =
𝑏𝑎2 + 𝑏2

𝑎 + 𝑏 .

Тобто

𝐷𝑁 =
𝑎𝑎2 + 𝑏2

𝑎 + 𝑏 +
1
2 ⋅

𝑏𝑎2 + 𝑏2
𝑎 + 𝑏 .

Отже,

𝑎 ⒧𝑎 + 𝑏⒭
𝑎2 + 𝑏2

=
𝑎𝑎2 + 𝑏2

𝑎 + 𝑏 +
1
2⋅
𝑏𝑎2 + 𝑏2

𝑎 + 𝑏 ;

𝑎 ⒧𝑎 + 𝑏⒭
𝑎2 + 𝑏2

=
2𝑎𝑎2 + 𝑏2 + 𝑏𝑎2 + 𝑏2

2 ⒧𝑎 + 𝑏⒭ ;

2𝑎 ⒧𝑎 + 𝑏⒭2 = ⒧𝑎2 + 𝑏2⒭ ⒧2𝑎 + 𝑏⒭ ;

3𝑎2 = 𝑏2.
Звідки 𝐵𝐷 = 𝑎2 + 𝑏2 = 4𝑎2 = 2𝑎 і в △𝐴𝐵𝐷 ∠𝐴𝐵𝐷 = 30∘.
Отже,

∠𝐴𝐷𝐶 = 2∠𝐴𝐷𝐵 = 120∘,
∠𝐴𝐵𝐶 = 360∘ − ⒧120∘ + 90∘ + 45∘⒭ = 105∘.

Відповідь. 105∘, 120∘.

3. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 ℎ𝑎; ℎ𝑏; ℎ𝑐 –– висоти, а 𝑝 –– його півпериметр. Порів-
няйте 𝑝2 та ℎ𝑎ℎ𝑏 + ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑐ℎ𝑎.

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання. Домножимо обидві частини на 𝑟, де 𝑟 –– радіус вписаного ко-
ла △𝐴𝐵𝐶 :

𝑝2𝑟 ∨ ⒧ℎ𝑎ℎ𝑏 + ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑐ℎ𝑎⒭ 𝑟.
Оскільки

1
𝑟 =

1
ℎ𝑎

+
1
ℎ𝑏

+
1
ℎ𝑐

⇔
1
𝑟 =

ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑎ℎ𝑐 + ℎ𝑎ℎ𝑏
ℎ𝑎ℎ𝑏ℎ𝑐

,
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то
𝑟 =

ℎ𝑎ℎ𝑏ℎ𝑐
ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑎ℎ𝑐 + ℎ𝑎ℎ𝑏

.

Після скорочення отримуємо:

𝑝2𝑟 ∨ ℎ𝑎ℎ𝑏ℎ𝑐.

Якщо 𝑆 –– площа △𝐴𝐵𝐶 (враховуючи, що 𝑆 = 𝑝𝑟 і 𝑆 = 1
2𝑎ℎ𝑎 = 1

2𝑏ℎ𝑏 =
1
2𝑐ℎ𝑐), то маємо:

𝑝𝑆 ∨
2𝑆
𝑎 ⋅

2𝑆
𝑏 ⋅

2𝑆
𝑐 .

Так як 𝑎𝑏𝑐 = 4𝑆𝑅 (де 𝑅 –– радіус описаного кола △𝐴𝐵𝐶), отримаємо:

𝑝𝑆 ∨
8𝑆3

4𝑆𝑅 ⇔ 𝑝𝑆 ∨
2𝑆2

𝑅 ⇔ 𝑝𝑅 ∨ 2𝑆 ⇔ 𝑝𝑅 ∨ 2𝑝𝑟.

Але 𝑅 ≥ 2𝑟 –– відома нерівність трикутника, наслідок з формули Ейлера
𝑂𝐼2 = 𝑅2 − 2𝑅𝑟.
Отже, 𝑝2 ≥ ℎ𝑎ℎ𝑏 + ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑐ℎ𝑎.
Відповідь. 𝑝2 ≥ ℎ𝑎ℎ𝑏 + ℎ𝑏ℎ𝑐 + ℎ𝑐ℎ𝑎.
4. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 , точка 𝐻 є ортоцентром. Коло з центром у точці 𝐻 та

з радіусом 𝐴𝐻 перетинає прямі 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 у точках 𝐸 та 𝐷 відповідно. Точку
𝐴 відобразили відносно прямої 𝐵𝐶 , отримали точку 𝑋. Доведіть, що 𝑋𝐻 є
бісектрисою кута 𝐷𝑋𝐸.

(Матвій Курський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑋

𝐾
𝑀

𝐻𝐷

𝐸

Доведемо, що точки 𝑋, 𝐷, 𝐻 , 𝐸 лежать
на одному колі. Проведемо висоти 𝐶𝑀 та
𝐵𝐾 . Розглянемо трикутник 𝐴𝐷𝐻 : він є рів-
нобедреним (𝐻𝐷 = 𝐴𝐻), а 𝐻𝐾 є висотою.
Тоді 𝐴𝐾 = 𝐾𝐷. З цього трикутник 𝐴𝐷𝐵 та-
кож є рівнобедреним, оскільки 𝐵𝐾 ⟂ 𝐴𝐷
та 𝐴𝐾 = 𝐾𝐷. Тоді ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐵. Анало-
гічно доводиться, що ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐸𝐶 . То-
ді ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐸𝐶 , з цього: чотирикутник
𝐶𝐷𝐵𝐸 є вписаним.

∠𝐶𝐷𝐵 = 180∘ − ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐶𝐻𝐵,

до того ж ∠𝐶𝑋𝐵 = ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐵, що озна-
чає що точки 𝐻 та 𝑋 лежать на описаному
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колі чотирикутника 𝐶𝐷𝐵𝐸. А отже точки 𝑋,
𝐷, 𝐻 , 𝐸 лежать на одному колі. Тоді, оскіль-
ки дуги 𝐻𝐷 і 𝐻𝐸 рівні (𝐻𝐷 = 𝐻𝐸), це і означає, що ∠𝐷𝑋𝐻 = ∠𝐸𝑋𝐻 , що і
потрібно було довести.

5. В трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 –– центр вписаного кола. 𝐴𝑇 –– відрізок доти-
чної до описаного навколо трикутника 𝐵𝐼𝐶 кола. На промені 𝐴𝐵 за точку
𝐵 і на промені 𝐴𝐶 за точку 𝐶 відклали відрізки 𝐵𝐷 і 𝐶𝐸 відповідно такі, що
𝐵𝐷 = 𝐶𝐸 = 𝐴𝑇 . Нехай точка 𝐹 така, що 𝐴𝐵𝐹𝐶 –– паралелограм. Доведіть,
що точки 𝐷, 𝐸 та 𝐹 лежать на одній прямій.

(Дмитро Прокопенко)

Розв’язання.
Нехай 𝐴𝐶 = 𝑏, 𝐴𝐵 = 𝑐. Використаємо такий факт: 𝐴𝑇 = √𝑏𝑐. Справді, із

леми про тризуб випливає, що центр кола𝜔, описаного навколо трикутника
𝐵𝐼𝐶 належить бісектрисі кута 𝐴 трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Позначимо центр кола
𝜔 через 𝑂. Нехай промінь 𝐴𝐵 повторно перетинає коло 𝜔 в точці 𝑋. Тоді
трикутники 𝐴𝑋𝑂 та 𝐴𝐶𝑂 рівні за двома сторонами і кутом між ними. Тому
𝐴𝑇2 = 𝐴𝑋 ⋅ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 ⋅ 𝐴𝐵 = 𝑏𝑐.

𝐴

𝐵 𝐶

𝑇

𝐷

𝐼

𝐸
𝐹

Доведемо, що трикутники 𝐷𝐵𝐹 та 𝐹𝐶𝐸 є подібними. Справді, ∠𝐷𝐵𝐹 =
∠𝐹𝐶𝐸. Крім того,

𝐵𝐷
𝐶𝐹 =

√𝑏𝑐
𝑐 = 𝑏

𝑐 ,
𝐵𝐹
𝐶𝐸 =

𝑏
√𝑏𝑐

= 𝑏
𝑐 ,
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тобто 𝐵𝐹
𝐶𝐸 =

𝐵𝐷
𝐶𝐹 .

Значить, трикутники 𝐷𝐵𝐹 та 𝐹𝐶𝐸 подібні.
Помітимо, що 𝐴𝐵𝐹𝐶 — паралелограм, тому ∠𝐵𝐹𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶 . Тоді

∠𝐵𝐹𝐷 + ∠𝐵𝐹𝐶 + ∠𝐶𝐹𝐸 = 180∘,

тобто точки 𝐷, 𝐹, 𝐸 лежать на одній прямій.

6. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 –– центр вписаного кола, то-
чка 𝑇 –– середина дуги 𝐴𝐵𝐶 описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Виявилося,
що ∠𝐴𝐼𝑇 = 90∘. Доведіть, що 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 = 3𝐵𝐶 .

(Матвій Курський)

Розв’язання.

𝐴

𝐵𝐶

𝑇𝑄
𝑀

𝐼

𝐹

𝐼𝑎

Нехай точка 𝑀 –– середина 𝐴𝐶 , тоді 𝑀𝑇 ⟂ 𝐴𝐶 , при цьому ∠𝑀𝑇𝐴 = ∠𝐵
2 .
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Чотирикутник 𝐴𝑀𝐼𝑇 є вписаним, оскільки ∠𝐴𝑀𝑇 = ∠𝐴𝐼𝑇 = 90∘, тоді

∠𝑀𝐴𝐼 = ∠𝑀𝑇𝐼 =
∠𝐴
2 та ∠𝐴𝑇𝐼 = ∠𝐼𝑀𝐶.

Але
∠𝐴𝑇𝐼 = ∠𝑀𝑇𝐴 + ∠𝑀𝑇𝐼 =

∠𝐵
2 +

∠𝐴
2 ,

тоді ∠𝐼𝑀𝐶 =
∠𝐵
2 +

∠𝐴
2 .

Розглянемо △𝑀𝐼𝐶 . Оскільки ∠𝐼𝐶𝑀 =
∠𝐶
2 , то

∠𝐼𝑀𝐶 + ∠𝐼𝐶𝑀 = ⒧
∠𝐴
2 +

∠𝐵
2 ⒭ +

∠𝐶
2 =

∠𝐴 + ∠𝐵 + ∠𝐶
2 ,

тобто ∠𝐼𝑀𝐶 + ∠𝐼𝐶𝑀 = 90∘. Це означає, що ∠𝐶𝐼𝑀 = 90∘.
Нехай точка 𝐼𝑎 –– центр зовнівписаного кола △𝐴𝐵𝐶 , яке дотикається до

сторони 𝐵𝐶 . Тоді ∠𝐼𝑎𝐶𝐼 = 90∘, з цього: ∠𝐼𝑎𝐶𝐼 = ∠𝐶𝐼𝑀 . А отже 𝑀𝐼 ∥ 𝐶𝐼𝑎.
Тоді в трикутнику 𝐴𝐶𝐼𝑎 відрізок 𝑀𝐼 є середньою лінією, а отже 𝐴𝐼 = 𝐼𝐼𝑎.
Нехай вписане та зовнівписане (яке дотикається до сторони 𝐵𝐶) кола

△𝐴𝐵𝐶 дотикаються до прямої 𝐴𝐵 у точках 𝑄 та 𝐹 відповідно. Оскільки
𝐴𝐼 = 𝐼𝐼𝑎 та 𝐼𝑄 ∥ 𝐼𝑎𝐹, то 𝐴𝑄 = 𝑄𝐹, тобто

2𝐴𝑄 = 𝐴𝐹 (1)

Якщо 𝑝 –– півпериметр △𝐴𝐵𝐶 , то 𝐴𝐹 = 𝑝, а 𝐴𝑄 = 𝑝 − 𝐵𝐶 . Тоді, враховуючи
рівність (1), отримаємо:

2 ⒧𝑝 − 𝐵𝐶⒭ = 𝑝;
𝑝 = 2𝐵𝐶.

Отже, периметр:

𝑃△𝐴𝐵𝐶 = 4𝐵𝐶;
𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐴 = 4𝐵𝐶;

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 = 3𝐵𝐶,

що і треба було довести.
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