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8–9 КЛАСИ

1. Нехай 𝐵𝑀 — медіана трикутника 𝐴𝐵𝐶 . На продовженні 𝑀𝐵 за точку 𝐵
обрано точку 𝐾 так, що 𝐵𝐾 = 1

2𝐴𝐶 . Доведіть, що якщо кут 𝐴𝑀𝐵 дорівнює
60∘, то 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶 .

2. На стороні 𝐴𝐷 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷 обрано точку 𝑋. У трикутник 𝐴𝐵𝑋 впи-
сано коло, яке дотикається до 𝐴𝑋, 𝐵𝑋 і 𝐴𝐵 в точках 𝑁 , 𝐾 і 𝐹 відповідно.
Доведіть, що промінь 𝑁𝐾 проходить через центр 𝑂 квадрата 𝐴𝐵𝐶𝐷.

3. Відновіть трикутник 𝐴𝐵𝐶, в якому ∠𝐵−∠𝐶 = 90∘, за ортоцентром 𝐻 та
точками 𝑀1 і 𝐿1 –– відповідно основами медіани та бісектриси, проведених
з вершини 𝐴.

4.Нехай 𝑋 –– довільна точка на стороні 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Трикутник 𝑇
утворено бісектрисами кутів 𝐴𝐵𝐶 , 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведіть, що описане коло
трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴.

5. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 точка 𝐼 –– інцентр, 𝐻 –– ортоцентр, 𝑂
— центр описаного кола, 𝐾 і 𝑇 –– точки дотику відповідно вписаного та зов-
нівписаного кіл зі стороною 𝐵𝐶 . Виявилося, що відрізок 𝑇𝐼 проходить через
точку 𝑂. Доведіть, що 𝐻𝐾 є бісектрисою кута 𝐵𝐻𝐶.

6. Нехай 𝑠 –– довільна пряма, яка проходить через інцентр трикутника
𝐴𝐵𝐶 –– точку 𝐼 . Пряма 𝑠 перетинає прямі 𝐴𝐵 та 𝐵𝐶 у точках 𝐷 та 𝐸 відпо-
відно. Точки 𝑃 та 𝑄 –– центри описаних кіл 𝐷𝐴𝐼 та 𝐶𝐸𝐼 відповідно, а точка
𝐹 –– друга точка перетину цих кіл. Доведіть, що описане коло трикутника
𝑃𝑄𝐹 завжди проходить через сталу точку на площині незалежно від поло-
ження прямої 𝑠.
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1. Від трикутника 𝐴𝐵𝐶 залишилися лише інцентр 𝐼 , точка 𝐾 дотику вписа-
ного кола зі стороною 𝐴𝐵, а також центр 𝐼𝑎 зовнівписаного кола, яке доти-
кається до сторони 𝐵𝐶 . Побудуйте трикутник, рівновеликий до трикутника
𝐴𝐵𝐶 .

2. У гострокутному трикутнику 𝐴𝐵𝐶 сума відстаней від вершин 𝐵 і 𝐶 до
ортоцентра 𝐻 дорівнює 4𝑟, де 𝑟 –– радіус кола, вписаного у цей трикутник.
Знайдіть периметр трикутника 𝐴𝐵𝐶 , якщо відомо, що 𝐵𝐶 = 𝑎.

3. Дано трикутник 𝐴𝐵𝐶 , в якому медіани 𝐵𝐸 і 𝐶𝐹 перпендикулярні. Не-
хай𝑀 –– точка перетину медіан цього трикутника, а 𝐿 –– його точка Лемуана
(точка перетину прямих, симетричних до медіан відносно бісектрис відпо-
відних кутів). Доведіть, що 𝑀𝐿 ⟂ 𝐵𝐶 .

4. У трикутнику 𝐴𝐵𝐶 виконується співвідношення 𝐴𝐵+𝐴𝐶 = 2𝐵𝐶 . Нехай
𝐼 та𝑀 –– інцентр та точка перетину медіан трикутника 𝐴𝐵𝐶 , 𝐴𝐿 –– його бісе-
ктриса, а точка 𝑃 –– ортоцентр трикутника 𝐵𝐼𝐶 . Доведіть, що точки 𝐿, 𝑀 , 𝑃
лежать на одній прямій.

5. Нехай 𝑋 –– довільна точка на стороні 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 . Трикутник
𝑇 утворено бісектрисами кутів 𝐴𝐵𝐶 , 𝐴𝐶𝐵 та 𝐴𝑋𝐶. Доведіть, що:

а) описане коло трикутника 𝑇 , проходить через вершину 𝐴;
б) ортоцентр трикутника 𝑇 належить прямій 𝐵𝐶 .

6. Нехай 𝜔 — описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 , в якому 𝐴𝐶 < 𝐴𝐵, 𝐾 –– се-
редина дуги 𝐵𝐴𝐶 , 𝐾𝑊 –– діаметр кола 𝜔. Коло 𝛾 вписане у криволінійний
трикутник, утворений відрізками 𝐵𝐶, 𝐴𝐵 та дугою 𝐴𝐶 кола 𝜔. Виявилося,
що коло 𝛾 також дотикається до 𝐾𝑊 у точці 𝐹. Нехай 𝐼 –– інцентр трикутни-
ка 𝐴𝐵𝐶 , 𝑀 –– середина меншої дуги 𝐴𝐾 , а 𝑇 –– друга точка перетину 𝑀𝐼 з
колом 𝜔. Доведіть, що прямі 𝐹𝐼 , 𝑇𝑊 та 𝐵𝐶 перетинаються в одній точці.
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