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8 КЛАС

1. Нехай 𝐵𝐸 та 𝐶𝐹 — медіани гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶. На прямій
𝐵𝐶 обрали точки 𝐾 ≠ 𝐵 та 𝐿 ≠ 𝐶 такі, що 𝐵𝐸 = 𝐸𝐾 та 𝐶𝐹 = 𝐹𝐿. Доведіть,
що 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.

(Георгій Жилінський)

Розв’язання. І спосіб. Нехай 𝐴𝐴1, 𝐸𝐸1 та 𝐹𝐹1 — висоти трикутників 𝐴𝐵𝐶,
𝐵𝐸𝐾 та 𝐶𝐹𝐿 (рис. 1). Оскільки 𝐸𝐸1 ∥ 𝐴𝐴1 ∥ 𝐹𝐹1, то 𝐸𝐸1, 𝐹𝐹1 — середні лінії
трикутників 𝐴𝐴1𝐶 та 𝐴𝐴1𝐵. Позначимо 𝐵𝐹1 = 𝐹1𝐴1 = 𝑥 та 𝐴1𝐸1 = 𝐸1𝐵 = 𝑦.
Оскільки трикутники 𝐵𝐸𝐾 та 𝐶𝐹𝐿 рівнобедрені, то 𝐸1, 𝐹1 — середини 𝐵𝐾 та
𝐶𝐿. Звідси 𝐸1𝐾 = 𝐵𝐸1 = 2𝑥 + 𝑦, 𝐿𝐹1 = 𝐹1𝐶 = 𝑥 + 2𝑦, а тому 𝐿𝐴1 = 𝐴1𝐾 =
2𝑥 + 2𝑦. Отже, у трикутнику 𝐾𝐴𝐿 висота 𝐴𝐴1 є медіаною, звідки 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.
ІІ спосіб. Відкладемо на продовженні 𝐵𝐸 відрізок 𝐸𝑁 = 𝐵𝐸, а на продов-

женні 𝐶𝐹 відрізок 𝐹𝑀 = 𝐶𝐹 (рис. 2). Тоді 𝐴𝐵𝐶𝑁 та 𝐴𝐶𝐵𝑀 паралелогра-
ми, звідки 𝑀𝐴 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝑁, 𝑀𝐴 ∥ 𝐵𝐶 та 𝐴𝑁 ∥ 𝐵𝐶. Тому 𝑀𝑁 ∥ 𝐵𝐶 та 𝐴
— середина 𝑀𝑁. У трикутнику 𝐵𝑁𝐾 медіана 𝐾𝐸 дорівнює половині сторо-
ни 𝐵𝑁, тому цей трикутник прямокутний. Отже, 𝑁𝐾 ⟂ 𝐵𝐶 та аналогічно
𝑀𝐿 ⟂ 𝐵𝐶. Звідси випливає, що 𝐾𝐿𝑀𝑁 прямокутник. Оскільки 𝐴 — середи-
на 𝑀𝑁, то прямокутні трикутники 𝐴𝑁𝐾 та 𝐴𝑀𝐿 рівні за двома катетами,
звідки 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.

Рис. 1. Рис. 2.

2. Нехай 𝐼 та 𝑂 — центри вписаного та описаного кіл трикутника 𝐴𝐵𝐶, у
якому ∠𝐴 < ∠𝐵 < ∠𝐶. Точки 𝑃 та 𝑄 такі, що 𝐴𝐼𝑂𝑃 та 𝐵𝐼𝑂𝑄 — рівнобічні
трапеції (𝐴𝐼 ∥ 𝑂𝑃, 𝐵𝐼 ∥ 𝑂𝑄). Доведіть, що 𝐶𝑃 = 𝐶𝑄.

(Володимир Брайман та Матвій Курський)

Розв’язання. Діагоналі рівнобічної трапеції рівні, тому 𝐼𝑃 = 𝐴𝑂 = 𝐵𝑂 =
𝐼𝑄 (рис. 3). Доведемо, що ∠𝐶𝐼𝑃 = ∠𝐶𝐼𝑄. Звідси випливатиме, що трику-
тники 𝐶𝐼𝑃 та 𝐶𝐼𝑄 рівні за двома сторонами та кутом між ними, а отже
𝐶𝑃 = 𝐶𝑄.

Позначимо ∠𝐴 = 𝛼, ∠𝐵 = 𝛽 та ∠𝐶 = 𝛾, 𝛼 < 𝛽 < 𝛾. У рівнобедреному
трикутнику 𝐴𝑂𝐶 кут при вершині дорівнює 2𝛽, а кут при основі ∠𝐶𝐴𝑂 =
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90∘ − 𝛽 > 90∘ − 1
2(𝛽 + 𝛾) = 𝛼

2 = ∠𝐶𝐴𝐼. Аналогічно ∠𝐶𝐵𝑂 = 90∘ − 𝛼 >
𝛽
2 = ∠𝐵𝐶𝐼. Тому точка 𝑂 лежить всередині кута 𝐴𝐼𝐵, а отже точки 𝑃 та 𝑄
лежать всередині кутів 𝐴𝐼𝑂 та 𝐵𝐼𝑂 відповідно. Звідси ∠𝐶𝐼𝑃 = ∠𝐶𝐼𝐴+∠𝐴𝐼𝑃
та ∠𝐶𝐼𝑄 = ∠𝐶𝐼𝐵 +∠𝐵𝐼𝑄. Оскільки ∠𝐶𝐼𝐴 = 90∘+ 𝛽

2 та з рівнобічної трапеції
∠𝐴𝐼𝑃 = ∠𝑂𝐴𝐼 = ∠𝐶𝐴𝑂 − ∠𝐶𝐴𝐼 = 90∘ − 𝛽 − 𝛼

2 , то

∠𝐶𝐼𝑃 = 90∘ + 𝛽
2 + 90∘ − 𝛽 − 𝛼

2 = 180∘ − 𝛽
2 − 𝛼

2 = 90∘ + 𝛾
2,

аналогічно ∠𝐶𝐼𝑄 = 90∘ + 𝛾
2, що завершує доведення.

Рис. 3.

3. Нехай 𝑊 — середина дуги 𝐵𝐶 описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶, яка
не містить точку 𝐴. На сторонах 𝐴𝐵 та 𝐴𝐶 відмітили точки 𝑃 та 𝑄 відпо-
відно так, що 𝐴𝑃𝑊𝑄 паралелограм, а на стороні 𝐵𝐶 точки 𝐾 та 𝐿 так, що
𝐵𝐾 = 𝐾𝑊 та 𝐶𝐿 = 𝐿𝑊. Доведіть, шо прямі 𝐴𝑊, 𝐾𝑄 та 𝐿𝑃 перетинаються в
одній точці.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Нехай ∠𝐵𝐴𝐶 = 2𝛼. Оскільки трикутник 𝐵𝐾𝑊 рівнобедрений
(рис. 4), то

∠𝐵𝑊𝐾 = ∠𝑊𝐵𝐶 = ∠𝑊𝐴𝐶 = 𝛼.
Звідси

∠𝑊𝐾𝐶 = ∠𝐵𝑊𝐾 + ∠𝑊𝐵𝐶 = 2𝛼.
Оскільки 𝑊𝑄 ∥ 𝐴𝐵, то

∠𝑊𝑄𝐶 = 2𝛼 = ∠𝑊𝐾𝐶,

отже чотирикутник𝑊𝐾𝑄𝐶 вписаний. Аналогічно чотирикутник𝑊𝐵𝑃𝐿 впи-
саний. Звідси ∠𝑊𝑃𝐿 = ∠𝑊𝐶𝐿 = 𝛼 та ∠𝐾𝑄𝑊 = ∠𝐾𝐶𝑊 = 𝛼, а тому ∠𝐵𝑃𝐿 =
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∠𝐶𝑄𝐾 = 3𝛼. Оскільки діагональ паралелограма 𝐴𝑃𝑊𝑄 є бісектрисою ку-
та 𝐴, то 𝐴𝑃𝑊𝑄 це ромб. Нехай прямі 𝑃𝐿 та 𝑄𝐾 перетинають 𝐴𝑊 у то-
чках 𝐷 ′ та 𝐷″ відповідно. Оскільки 𝐴𝑃 = 𝐴𝑄, ∠𝑃𝐴𝐷 ′ = ∠𝑄𝐴𝐷″ = 𝛼 та
∠𝐴𝑃𝐷 ′ = ∠𝐴𝑄𝐷″ = 180∘ − 3𝛼, то трикутники 𝐴𝑃𝐷 ′ та 𝐴𝑄𝐷″ рівні. Тому
𝐴𝐷 ′ = 𝐴𝐷″, тобто точки 𝐷 ′ та 𝐷″ збігаються.

Рис. 4.

4. На стороні 𝐴𝐵 рівнобічної трапеції 𝐴𝐵𝐶𝐷 (𝐴𝐷 ∥ 𝐵𝐶) відмітили точки
𝐸 та 𝐹 так, що у чотирикутник 𝐶𝐷𝐸𝐹 можна вписати коло. Доведіть, що
описані кола трикутників 𝐴𝐷𝐸 та 𝐵𝐶𝐹 дотикаються.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Нехай 𝜔 — коло, вписане у чотирикутник 𝐶𝐷𝐸𝐹, 𝜔1 та 𝜔2 —
описані кола трикутників 𝐴𝐷𝐸 та 𝐵𝐶𝐹, 𝑂, 𝑂1 та 𝑂2 —центри кіл 𝜔, 𝜔1 та 𝜔2
відповідно, а 𝑆 — точка перетину прямих 𝐴𝐵 і 𝐶𝐷 (рис. 5). Точка 𝑂 лежить
на бісектрисі кута 𝐴𝑆𝐷, яка є серединним перпендикуляром до відрізків 𝐴𝐷
та 𝐵𝐶. Тому точки 𝑂1 та 𝑂2 теж лежать на цій бісектрисі. Покажемо, що
кола 𝜔1 та 𝜔2 проходять через точку 𝑂. Оскільки центри цих кіл лежать на
одній прямій з точкою 𝑂, це означатиме, що 𝑂 — точка дотику кіл 𝜔1 та 𝜔2.

Позначимо ∠𝐴𝑆𝐷 = 𝛼. Тоді

∠𝑆𝐴𝐷 = ∠𝑆𝐵𝐶 = 90∘ −
𝛼
2 .

Оскільки коло 𝜔 вписане у трикутник 𝐸𝑆𝐷, то ∠𝐸𝑂𝐷 = 90∘ + 𝛼
2 . Отже,

∠𝐸𝑂𝐷 + ∠𝐸𝐴𝐷 = 180∘,
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тобто точка 𝑂 належить колу 𝜔1. Аналогічно оскільки коло 𝜔 є зовнівписа-
ним для трикутника 𝐹𝑆𝐶, то ∠𝐹𝑂𝐶 = 90∘ − 𝛼

2 . Звідси

∠𝐹𝑂𝐶 + ∠𝐹𝐵𝐶 = 180∘,

тобто точка 𝑂 належить і колу 𝜔2.

Рис. 5.
5. На стороні 𝐴𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶 відмітили точку 𝑃 так, що 𝐴𝑃 = 1

3𝐴𝐶,
а на відрізку 𝐵𝑃 точку 𝑆 так, що 𝐶𝑆 ⟂ 𝐵𝑃. Точка 𝑇 є такою, що 𝐵𝐶𝑆𝑇 пара-
лелограм. Доведіть, що 𝐴𝐵 = 𝐴𝑇.

(Богдан Желябовський)

Розв’язання. Відкладемо на продовженні 𝐵𝐶 за точку 𝐵 відрізок 𝐵𝐷 = 𝐷𝐶,
а на продовженні 𝐴𝐶 за точку 𝐴 відрізок 𝐴𝑄 = 𝐴𝑃 (рис. 6). Тоді 𝑃𝑄 = 2

3𝐴𝐶 =
𝐶𝑃, а тому 𝐵𝑃 — середня лінія 𝑇 трикутника 𝐶𝐷𝑄. Звідси 𝐷𝑄 ∥ 𝐵𝑃.

Рис. 6.
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Оскільки 𝐵𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝑆𝑇 та 𝐵𝐷 ∥ 𝑆𝑇, то 𝐵𝑆𝑇𝐷 паралелограм. Звідси
𝑇𝐷 ∥ 𝐵𝑃, отже 𝐷 − 𝑇 − 𝑄 — одна пряма та 𝐵𝑃 ∥ 𝑇𝑄. Оскільки 𝐵𝑇 ∥ 𝐶𝑆
та 𝐶𝑆 ⟂ 𝐵𝑃, то 𝑃𝐵 ⟂ 𝐵𝑇. Отже, 𝑃𝐵𝑇𝑄 це прямокутна трапеція. Нехай
𝐴𝐻 — висота трикутника 𝐴𝐵𝑇. Тоді 𝐴𝐻 ∥ 𝐵𝑃 та 𝐴 — середина 𝑃𝑄, тобто
𝐴𝐻 — середня лінія трапеції 𝑃𝐵𝑇𝑄. Тому 𝐻 — середина 𝐵𝑇. Таким чином,
у трикутнику 𝐴𝐵𝑇 висота 𝐴𝐻 є медіаною, звідки 𝐴𝐵 = 𝐴𝑇.
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9 КЛАС

1. Всередині трикутника 𝐴𝐵𝐶 обрали точку 𝐷 так, що ∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐶.
Промені 𝐵𝐷 та 𝐶𝐷 перетинають описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶 у точках 𝐸 та
𝐹 відповідно. На відрізку 𝐸𝐹 обрали точки 𝐾 та 𝐿 так, що
∠𝐴𝐾𝐷 = 180∘ − ∠𝐴𝐶𝐵 та ∠𝐴𝐿𝐷 = 180∘ − ∠𝐴𝐵𝐶, причому відрізки 𝐸𝐿 та
𝐹𝐾 не перетинають пряму 𝐴𝐷. Доведіть, що 𝐴𝐾 = 𝐴𝐿.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Оскільки ∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐵 = 180∘ − ∠𝐴𝐾𝐷, причому точки 𝐾,
𝐸 лежать по різні сторони від 𝐴𝐷, то чотирикутник 𝐴𝐾𝐷𝐸 вписаний. Анало-
гічно чотирикутник 𝐴𝐿𝐷𝐹 вписаний. Звідси

∠𝐴𝐾𝐿 = ∠𝐴𝐷𝐸 = 180∘ − ∠𝐴𝐷𝐵 = 180∘ − ∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐴𝐷𝐹 = ∠𝐴𝐿𝐾.

Рис. 1.

2. Нехай𝑀 — середина сторони 𝐵𝐶 трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐷 —довільна точка
на дузі 𝐵𝐶 описаного кола, яка не містить точку 𝐴, 𝑁 — середина 𝐴𝐷. Коло,
яке проходить через точки 𝐴, 𝑁 і дотикається до 𝐴𝐵, перетинає сторону 𝐴𝐶
у точці 𝐸. Доведіть, шо точки 𝐶, 𝐷, 𝐸 та 𝑀 лежать на одному колі.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Оскільки ∠𝑁𝐴𝐸 = ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐶 та ∠𝑁𝐸𝐴 = ∠𝐵𝐴𝐷 =
∠𝐵𝐶𝐷 (рис. 2), то трикутники 𝐴𝐸𝑁 та 𝐵𝐶𝐷 подібні. Нехай 𝐾 — середина
𝐴𝐸. Оскільки 𝑁𝐾 та 𝐷𝑀 — відповідні медіани у подібних трикутниках, то
∠𝑁𝐾𝐸 = ∠𝐷𝑀𝐶. Але 𝑁𝐾 — середня лінія трикутника 𝐷𝐴𝐸, тому 𝑁𝐾 ∥ 𝐷𝐸.
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Звідси ∠𝐷𝐸𝐶 = ∠𝑁𝐾𝐸 = ∠𝐷𝑀𝐶, отже точки 𝐶, 𝐷, 𝐸 та 𝑀 лежать на
одному колі.

Рис. 2.

3. Нехай 𝐻 — ортоцентр гострокутного трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝐴𝑇 — діаметр
кола, описаного навколо цього трикутника. На сторонах𝐴𝐶 та𝐴𝐵 відмітили
точки 𝑋 та 𝑌 так, що 𝑇𝑋 = 𝑇𝑌 та ∠𝑋𝑇𝑌 + ∠𝑋𝐴𝑌 = 90∘. Доведіть, що
∠𝑋𝐻𝑌 = 90∘.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Оскільки 𝐴𝑇 — діаметр, то ∠𝐴𝐵𝑇 = ∠𝐴𝐶𝑇 = 90∘. Покажемо,
що прямокутні трикутники 𝑋𝐶𝑇 та 𝑇𝐵𝑌 рівні (рис. 3). Справді, 𝑋𝑇 = 𝑇𝑌
за умовою, а оскільки ∠𝐶𝑇𝑋 + ∠𝐵𝑇𝑌 = ∠𝐶𝑇𝐵 − ∠𝑋𝑇𝑌 = 180∘ − ∠𝑋𝐴𝑌 −
∠𝑋𝑇𝑌 = 90∘, то ∠𝐶𝑋𝑇 = ∠𝐵𝑇𝑌.

Рис. 3.
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Звідси 𝐶𝑋 = 𝐵𝑇 та 𝐵𝑌 = 𝐶𝑇. Але 𝐶𝐻 ⟂ 𝐴𝐵 та 𝑇𝐵 ⟂ 𝐴𝐵, тому 𝑇𝐵 ∥ 𝐶𝐻 та
аналогічно 𝑇𝐶 ∥ 𝐵𝐻. Таким чином, 𝐵𝐻𝐶𝑇 паралелограм, звідки 𝐵𝐻 = 𝐶𝑇 =
𝐵𝑌 та 𝐶𝐻 = 𝐵𝑇 = 𝐶𝑋. Нехай ∠𝐵𝐴𝐶 = 𝛼. Тоді ∠𝐵𝐻𝐶 = 180∘ − 𝛼. Оскільки
∠𝐴𝐶𝐻 = ∠𝐴𝐵𝐻 = 90∘ − 𝛼, то з рівнобедрених трикутників 𝐵𝐻𝑌 та 𝐶𝐻𝑋
знаходимо ∠𝐵𝐻𝑌 = ∠𝐶𝐻𝑋 = 45∘ + 𝛼

2 . Таким чином,

∠𝑋𝐻𝑌 = 360∘−∠𝐵𝐻𝐶−∠𝐵𝐻𝑌−∠𝐶𝐻𝑋 = 360∘−(180∘−𝛼)−2(45∘+𝛼
2) = 90∘.

4. Нехай 𝜔 — описане коло трикутника 𝐴𝐵𝐶, у якому 𝐴𝐵 > 𝐴𝐶. 𝑁 — се-
редина дуги ⌣𝐵𝐴𝐶, 𝐷 — точка на колі 𝜔, для якої 𝑁𝐷 ⟂ 𝐴𝐵, а 𝐼 — центр
вписаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶. Відновіть трикутник 𝐴𝐵𝐶, якщо дано ли-
ше точки 𝐴, 𝐼 та 𝐷.

(Олексій Карлюченко та Григорій Філіпповський)

Розв’язання. Нехай 𝑁𝑊 — діаметр кола 𝜔 (рис. 4). Оскільки 𝐷𝑊 ⟂ 𝑁𝐷 та
𝐴𝐵 ⟂ 𝑁𝐷, то 𝐷𝑊 ∥ 𝐴𝐵. Тому ⌣𝐴𝐷 =⌣𝐵𝑊, а отже 𝐴𝐷 = 𝐵𝑊. За теоремою
про “тризуб” 𝐼𝑊 = 𝐵𝑊 = 𝐶𝑊. Звідси випливає така побудова:
1) відкладаємо на продовженні𝐴𝐼 за точку 𝐼 відрізок 𝐼𝑊 = 𝐴𝐷 та дістаємо

точку 𝑊;
2) будуємо коло 𝜔 як описане коло трикутника 𝐴𝐷𝑊;
3) коло з центром 𝑊 та радіусом 𝑊𝐼 перетинає коло 𝜔 у точках 𝐵 та 𝐶.

Рис. 4.

5. Нехай 𝐴𝐿 — бісектриса трикутника 𝐴𝐵𝐶, 𝑂 — центр кола, описано-
го навколо цього трикутника, 𝐷 та 𝐸 — середини 𝐵𝐿 та 𝐶𝐿 відповідно. На
відрізках 𝐴𝐷 та 𝐴𝐸 відмітили точки 𝑃 та 𝑄 так, що 𝐴𝑃𝐿𝑄 паралелограм.
Доведіть, що 𝑃𝑄 ⟂ 𝐴𝑂.

(Михайло Плотніков)
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Розв’язання. Якщо 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, то твердження є очевидним. Надалі будемо
без обмеження загальності вважати, що 𝐴𝐵

𝐴𝐶 = 𝑡 > 1.
Нехай 𝑇 — точка перетину діагоналей паралелограма 𝐴𝑃𝐿𝑄 (рис. 5). До-

ведемо, що 𝑃𝑄 — дотична до описаного кола трикутника 𝑇𝐷𝐸. Оскільки
трикутники 𝑇𝐷𝐸 та 𝐴𝐵𝐶 гомотетичні, звідси випливатиме, що пряма 𝑃𝑄
паралельна дотичній, проведеній до описаного кола трикутника 𝐴𝐵𝐶 в то-
чці 𝐴, а отже перпендикулярна до радіуса 𝐴𝑂.
Нехай пряма 𝑃𝑄 перетинає 𝐵𝐶 у точці 𝐹, а дотична, проведена до описа-

ного кола трикутника 𝑇𝐷𝐸 в точці 𝑇, перетинає 𝐵𝐶 у точці 𝐹 ′. Покажемо,
що 𝐹 ′ = 𝐹. Обидві точки 𝐹 та 𝐹 ′ лежать поза відрізком 𝐵𝐶, тому достатньо
показати, що 𝐷𝐹

𝐸𝐹 = 𝐷𝐹 ′
𝐸𝐹 ′ .

За властивістю бісектриси 𝐷𝐿
𝐸𝐿 = 𝐵𝐿

𝐶𝐿 = 𝐴𝐵
𝐴𝐶 = 𝑡. Оскільки 𝑃𝐿 ∥ 𝐴𝐸 та

𝑄𝐿 ∥ 𝐴𝐷, то за теоремою про пропорційні відрізки 𝐷𝑃
𝑃𝐴 = 𝐴𝑄

𝑄𝐸 = 𝐷𝐿
𝐸𝐿 = 𝑡. За

теоремоюМенелая 𝐷𝑃
𝑃𝐴 ⋅

𝐴𝑄
𝑄𝐸 ⋅ 𝐸𝐹𝐷𝐹 = 1, отже 𝐷𝐹

𝐸𝐹 = 𝐷𝑃
𝑃𝐴 ⋅

𝐴𝑄
𝑄𝐸 = 𝑡2. Оскільки ∠𝐸𝑇𝐹 ′ =

∠𝐹 ′𝐷𝑇, то трикутники 𝐸𝑇𝐹 ′ та 𝐹 ′𝐷𝑇 подібні. Звідси 𝑇𝐹 ′
𝐸𝐹 ′ = 𝐷𝐹 ′

𝑇𝐹 ′ = 𝐷𝑇
𝐸𝑇 = 𝐴𝐵

𝐴𝐶 = 𝑡,
отже 𝐷𝐹 ′

𝐸𝐹 ′ = 𝐷𝐹 ′
𝑇𝐹 ′ ⋅ 𝑇𝐹 ′

𝐸𝐹 ′ = 𝑡2 = 𝐷𝐹
𝐸𝐹 , що завершує доведення.

Рис. 5.
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10–11 КЛАСИ
1. Нехай 𝐼 та 𝑂 — центри вписаного та описаного кіл прямокутного три-

кутника 𝐴𝐵𝐶 (∠𝐶 = 90∘), 𝐾 — точка дотику вписаного кола з 𝐴𝐶, а 𝑃 та
𝑄 — точки перетину описаного кола трикутника 𝐴𝑂𝐾 з 𝑂𝐶 та з описаним
колом трикутника 𝐴𝐵𝐶 відповідно. Доведіть, що точки 𝐶, 𝐼, 𝑃 та 𝑄 лежать
на одному колі.

(Михайло Сидоренко)
Розв’язання. Оскільки 𝐶𝐼𝐾 — прямокутний трикутник з кутом 45∘, то

𝐼𝐾 = 𝐶𝐾. Чотирикутник 𝐴𝐾𝑃𝑂 вписаний, тому ∠𝐾𝑃𝐶 = 180∘ − ∠𝐾𝑃𝑂 =
∠𝐾𝐴𝑂 = ∠𝐴𝐶𝑂 (рис. 1). Тому трикутник 𝐾𝑃𝐶 рівнобедрений, звідки
𝑃𝐾 = 𝐶𝐾. Таким чином, 𝐾 — центр описаного кола трикутника 𝐶𝐼𝑃. За-
лишається довести, що точка 𝑄 теж лежать на цьому колі, тобто 𝑄𝐾 = 𝑃𝐾.

Оскільки ∠𝑄𝐴𝑃 = ∠𝑄𝑂𝑃 = ∠𝑄𝑂𝐶 = 2∠𝑄𝐴𝐶, то 𝐴𝐶 є бісектрисою кута
𝑄𝐴𝑃. Звідси 𝐾 — середина дуги ⌣𝑄𝐾𝑃, а отже 𝑄𝐾 = 𝑃𝐾.

Рис. 1.
2. Нехай 𝑂 та 𝐻 — центр описаного кола та ортоцентр гострокутного

трикутника 𝐴𝐵𝐶. На сторонах 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 відмітили точки 𝐷 та 𝐸 відповід-
но так, що відрізок 𝐷𝐸 проходить через точку 𝑂 та 𝐷𝐸 ∥ 𝐵𝐶. На сторо-
ні 𝐵𝐶 обрали точки 𝑋 та 𝑌 такі, що 𝐵𝑋 = 𝑂𝐷 та 𝐶𝑌 = 𝑂𝐸. Доведіть,
що ∠𝑋𝐻𝑌 + 2∠𝐵𝐴𝐶 = 180∘.

(Матвій Курський)
Розв’язання. I спосіб. Покажемо, що 𝐻𝑌 = 𝐶𝑌. Для цього проведемо пер-

пендикуляри 𝑂𝑀 ⟂ 𝐴𝐵 та 𝑌𝑁 ⟂ 𝐶𝐻 (рис. 2). Оскільки 𝑂 — ортоцентр
трикутника, утвореного середніми лініями трикутника 𝐴𝐵𝐶, то 𝐶𝐻 ∥ 𝑂𝑀
та 𝐶𝐻 = 2𝑂𝑀. Прямокутні трикутники 𝑂𝑀𝐸 та 𝐶𝑁𝑌 рівні за катетом і го-
стрим кутом (𝑂𝐸 = 𝐶𝑌 за умовою, ∠𝑀𝑂𝐸 = ∠𝑁𝐶𝑌, бо відповідні сторони
цих кутів паралельні). Тому 𝐶𝑁 = 𝑂𝑀 = 1

2𝐶𝐻. Отже, у трикутнику 𝐶𝑌𝐻
висота 𝑌𝑁 є медіаною, звідки 𝐻𝑌 = 𝐶𝑌. Тому

∠𝐻𝑌𝑋 = 2∠𝐻𝐶𝐵 = 2(90∘ − ∠𝐴𝐵𝐶) = 180∘ − 2∠𝐴𝐵𝐶.
10
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Аналогічно 𝐻𝑋 = 𝑋𝐵, звідки ∠𝐻𝑋𝑌 = 180∘ − 2∠𝐴𝐶𝐵. Тому

∠𝑋𝐻𝑌 = 180∘−∠𝐻𝑌𝑋 −∠𝐻𝑋𝑌 = 2∠𝐴𝐵𝐶 +2∠𝐴𝐶𝐵 −180∘ = 180∘−2∠𝐵𝐴𝐶.

Рис. 2. Рис. 3.
II спосіб. Нехай точки 𝐻 ′, 𝑋 ′ та 𝑌 ′ симетричні до 𝐻, 𝑋 та 𝑌 відносно се-

редини сторони 𝐵𝐶 (рис. 3). Оскільки 𝐶𝐻 ⟂ 𝐴𝐵, 𝐵𝐻 ⟂ 𝐴𝐶 та 𝐵𝐻𝐶𝐻 ′ па-
ралелограм, то ∠𝐴𝐵𝐻 ′ = ∠𝐴𝐶𝐻 ′ = 90∘, отже 𝐴𝐻 ′ є діаметром кола, описа-
ного навколо трикутника 𝐴𝐵𝐶. Оскільки 𝐶𝑋 ′ = 𝐵𝑋 = 𝑂𝐷 та 𝐶𝑋 ′ ∥ 𝑂𝐷, то
𝑂𝐷𝐶𝑋 ′ паралелограм. Звідси 𝑂𝑋 ′ ∥ 𝐴𝐶, а отже 𝑂𝑋 ′ ⟂ 𝐶𝐻 ′. Таким чином,
точка 𝑋 ′ лежить на висоті рівнобедреного трикутника 𝑂𝐶𝐻 ′ (𝑂𝐶 = 𝑂𝐻 ′ як
радіуси), а тому ∠𝑂𝐻 ′𝑋 ′ = ∠𝑂𝐶𝐵 = 1

2(180∘ − ∠𝐵𝑂𝐶) = 90∘ − ∠𝐵𝐴𝐶. Анало-
гічно ∠𝑂𝐻 ′𝑌 ′ = 90∘ − ∠𝐵𝐴𝐶, тому ∠𝑋𝐻𝑌 = ∠𝑋 ′𝐻 ′𝑌 ′ = ∠𝑂𝐻 ′𝑋 ′ + ∠𝑂𝐻 ′𝑌 ′ =
180∘ − 2∠𝐵𝐴𝐶.

3. Всередині трикутника𝐴𝐵𝐶 обрали точки𝐷 та 𝐸 такі, що∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐶𝐵𝐸
та ∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐶𝐸. Точка 𝐹 на стороні 𝐴𝐵 є такою, що 𝐷𝐹 ∥ 𝐴𝐶, а точка 𝐺
на стороні 𝐴𝐶 є такою, що 𝐸𝐺 ∥ 𝐴𝐵. Доведіть, що ∠𝐵𝐹𝐺 = ∠𝐵𝐷𝐶.

(Антон Тригуб)

Розв’язання. Нехай промені 𝐶𝐷 та 𝐵𝐸 перетинають описане коло трику-
тника 𝐴𝐵𝐶 у точках 𝑃 та 𝑄, а відрізок 𝑃𝑄 перетинає сторони 𝐴𝐵 і 𝐵𝐶 у то-
чках 𝐹 ′ та 𝐺 ′ відповідно (рис. 4). Покажемо, що 𝐹 ′ = 𝐹 та 𝐺 ′ = 𝐺. Оскільки
∠𝐷𝑃𝐹 ′ = ∠𝐶𝑃𝑄 = ∠𝐶𝐵𝑄 = ∠𝐷𝐵𝐹 ′, то точки 𝐵, 𝑃, 𝐹 ′, 𝐷 лежать на одно-
му колі. Звідси ∠𝐵𝐹 ′𝐷 = ∠𝐵𝑃𝐶 = ∠𝐵𝐴𝐶. Тому 𝐷𝐹 ′ ∥ 𝐴𝐶, тобто 𝐹 ′ = 𝐹.
Аналогічно 𝐺 ′ = 𝐺. Звідси випливає, що трикутники 𝐵𝐹𝑄 та 𝐵𝐷𝐶 подібні
(∠𝐹𝐵𝑄 = ∠𝐷𝐵𝐶, ∠𝐹𝑄𝐵 = ∠𝐷𝐶𝐵), а тому ∠𝐵𝐹𝑄 = ∠𝐵𝐷𝐶.
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Рис. 4.

4. Нехай 𝐼 та 𝑀 — інцентр та точка перетину медіан нерівнобедреного
трикутника 𝐴𝐵𝐶. Пряма, яка проходить через точку 𝐼 паралельно до 𝐵𝐶,
перетинає 𝐴𝐶 та 𝐴𝐵 у точках 𝐸 та 𝐹 відповідно. Відновіть трикутник 𝐴𝐵𝐶,
якщо дано лише точки 𝐸, 𝐹, 𝐼 та 𝑀.

(Григорій Філіпповський)

Розв’язання. Позначимо 𝑇 середину 𝐸𝐹. Розглянемо два випадки.
Випадок 1. 𝑇 ≠ 𝑀. Нехай 𝑄 — точка перетину зовнішньої бісектриси кута

𝐵𝐴𝐶 з прямою 𝐸𝐹 (рис. 5). За властивістю бісектрис 𝐸𝑄 ∶ 𝐹𝑄 = 𝐴𝐸 ∶ 𝐴𝐹 =
𝐸𝐼 ∶ 𝐹𝐼, отже точку 𝑄 можна побудувати. Оскільки пряма 𝑇𝑀 містить медіа-
ну 𝐴𝐷 та ∠𝑄𝐴𝐼 = 90∘, точку 𝐴 знаходимо як точку перетину 𝑇𝑀 та півкола
з діаметром 𝑄𝐼.
Випадок 2. 𝑇 = 𝑀. Точка 𝐼 ділить бісектрису 𝐴𝐿 у відношенні

𝐴𝐼 ∶ 𝐼𝐿 = 𝐴𝑀 ∶ 𝑀𝐷 = 2 ∶ 1 = (𝐴𝐵 + 𝐴𝐶) ∶ 𝐵𝐶 = (𝐴𝐹 + 𝐴𝐸) ∶ 𝐹𝐸.

Тому 𝐴𝐹 = 2𝐹𝐼 та 𝐴𝐸 = 2𝐸𝐼, тобто 𝐴 є точкою перетину кіл з центрами 𝐸, 𝐹
та радіусами 2𝐸𝐼, 2𝐹𝐼 відповідно.
Коли точку 𝐴 знайдено, залишається побудувати точку 𝐷 таку, що

𝐴𝐷 = 3
2𝐴𝑀, та пряму, яка проходить через точку 𝐷 паралельно до 𝐸𝐹. Ця

пряма перетинає промені 𝐴𝐹 та 𝐴𝐸 у точках 𝐵 та 𝐶 відповідно.
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Рис. 5.
Зауваження. Точка 𝐴 відновлюється, взагалі кажучи, не однозначно. Умо-

ву можуть задовольняти один з побудованих трикутників 𝐴𝐵𝐶 або обидва.

5. Нехай 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 — вписаний шестикутник, причому 𝐴𝐷 ∥ 𝐸𝐹. На діа-
гоналях 𝐴𝐸 та 𝐷𝐹 відмітили точки 𝑋 та 𝑌 відповідно так, що 𝐶𝑋 = 𝐸𝑋 та
𝐵𝑌 = 𝐹𝑌. Нехай 𝑂 — точка перетину 𝐴𝐸 та 𝐹𝐷, 𝑃 — точка перетину 𝐶𝑋 та
𝐵𝑌, 𝑄 — точка перетину 𝐵𝐹 та 𝐶𝐸. Доведіть, що точки 𝑂, 𝑃, 𝑄 лежать на
одній прямій.

(Матвій Курський)

Розв’язання. Нехай 𝐾 та 𝐿 — точки перетину 𝐵𝐹 та 𝐶𝐸 з 𝐴𝐷, а 𝜔1 та 𝜔2 —
описані кола трикутників 𝐴𝐾𝐵 та 𝐷𝐿𝐶 відповідно (рис. 6). Покажемо, що
точки 𝑂, 𝑃, 𝑄 лежать на радикальній осі кіл 𝜔1 та 𝜔2.

Оскільки 𝐴𝐹𝐸𝐷 — рівнобічна трапеція, то ∠𝐴𝐵𝐹 = ∠𝐴𝐷𝐹 = ∠𝐷𝐴𝐸 =
∠𝐷𝐶𝐸. Тому 𝐴𝑂, 𝐷𝑂 — дотичні до кіл 𝜔1 та 𝜔2, причому 𝐴𝑂 = 𝐷𝑂. Отже,
точка 𝑂 лежить на радикальній осі кіл 𝜔1 та 𝜔2.

Оскільки ∠𝑌𝐵𝐹 = ∠𝐵𝐹𝐷 = ∠𝐵𝐴𝐷, то 𝐵𝑃 — дотична до кола 𝜔1. Ана-
логічно 𝐶𝑃 — дотична до кола 𝜔2. Покажемо, що ∠𝑃𝐵𝐶 = ∠𝑃𝐶𝐵. Звідси
випливатиме, що 𝑃𝐵 = 𝑃𝐶, а тому точка 𝑃 лежить на радикальній осі кіл
𝜔1 та 𝜔2. Помітимо, що

∠𝑃𝐵𝐶 =∠𝐹𝐵𝐶 − ∠𝐵𝐹𝐷 =
=1

2(⌣𝐹𝐷𝐶 −⌣𝐵𝐶𝐷) = 1
2(⌣𝐹𝐸𝐷 −⌣𝐵𝐶)

та аналогічно

∠𝑃𝐶𝐵 = ∠𝐸𝐶𝐵 − ∠𝐴𝐸𝐶 =
1
2(⌣𝐴𝐹𝐸 −⌣𝐵𝐶).

Залишається зауважити, що ⌣𝐹𝐸𝐷 =⌣𝐴𝐹𝐸, бо 𝐴𝐷 ∥ 𝐸𝐹.
Нарешті, точки 𝐾, 𝐿, 𝐶, 𝐵 лежать на одному колі, бо ∠𝐵𝐾𝐿 = ∠𝐵𝐹𝐸 =

180∘−∠𝐵𝐶𝐸. Позначимо це коло𝜔3. Прямі 𝐵𝐹 та 𝐶𝐸 є радикальними осями
13
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кіл 𝜔1, 𝜔3 та 𝜔2, 𝜔3 відповідно. Тому точка 𝑄 є радикальним центром кіл
𝜔1, 𝜔2 та 𝜔3, а отже лежить на радикальній осі кіл 𝜔1 та 𝜔2.

Рис. 6.
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