
IX Геометрична олiмпiада iменi В. А. Ясiнського (2025)

Розв’язання i вказiвки
8 клас

1. Дано трикутник ABC. На сторонi BC вiдмiтили точку D, а всерединi трикутника
точку E так, що ∠BAD = ∠ECD та ∠DEC = ∠ABC. Доведiть, що ∠BEC = 180◦ −∠BAC.

(Георгiй Жилiнський)
Розв’язання. I спосiб. Нехай пряма AD перетинає описане коло трикутника ABC у точцi

F (рис. 1). Тодi ∠BCF = ∠BAF = ∠ECD та ∠AFC = ∠ABC = ∠ECD. Отже, у трикут-
никах DCE та DCF є двi пари рiвних кутiв, тому третi кути цих трикутникiв теж рiвнi.
Звiдси випливає, що трикутники DCE та DCF рiвнi за стороною та прилеглими кутами.
Тому CE = CF. Тепер трикутники BCE та BCF рiвнi за двома сторонами i кутом мiж
ними, тому ∠BEC = ∠BFC = 180◦ − ∠BAC.

II спосiб. Нехай пряма CE перетинає сторону AB у точцi G (рис. 2). Оскiльки ∠GAD =
= ∠GCD, то чотирикутник GACD вписаний, а оскiльки

∠GED = 180◦ − ∠DEC = 180◦ − ∠GBD,

то чотирикутник GBDE вписаний. Тому

180◦ − ∠BEC = ∠GEB = ∠GDB = 180◦ − ∠GDC = ∠BAC.

Рис. 1. Рис. 2.

2. На сторонi AC трикутника ABC вiдмiтили
таку точкуD,щоBD = CD, а на вiдрiзкуBD таку
точку E,що CE = AB. Виявилося, що AB+BE =
= AC. Знайдiть ∠BAC. (Георгiй Жилiнський)

Розв’язання. Оскiльки трикутник BDC рiвно-
бедрений, то ∠DBC = ∠DCB. Вiдкладемо на сто-
ронi AC вiдрiзок CF = BE (рис. 3). Трикутники
BCE та CBF рiвнi за двома сторонами i кутом
мiж ними, отже BF = CE = AB. Також

AF = AC − CF = AC −BE = AB.

Таким чином, трикутник ABF рiвностороннiй, а
отже ∠BAC = 60◦.

Вiдповiдь: ∠BAC = 60◦.
Рис. 3.

1
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3. Нехай M — середина сторони BC трикутника
ABC, а P та Q— середини висот BE та CF вiдповiд-
но. Вiдновiть трикутникABC, якщо дано лише точки
M, P та Q. (Григорiй Фiлiпповський)

Розв’язання. Оскiльки MP та MQ — середнi лiнiї
трикутникiв BEC та BFC, тоMP ∥ CE таMQ ∥ BF,
тому ∠BPM = ∠CQM = 90◦. Розглянемо таку точку
T,щоM є серединою вiдрiзка TQ (рис. 4). Трикутни-
ки BMT та CMQ рiвнi за двома сторонами та кутом
мiж ними, тому ∠BTM = ∠CQM = 90◦. Звiдси ви-
пливає така побудова:

Рис. 4.1) Вiдкладаємо на продовженнi QM вiдрiзок MT = QM.
2) Проводимо перпендикуляри в точцi P доMP та в точцi T доMT, вони перетинаються

у точцi B.
3) Вiдкладаємо на продовженнi BM вiдрiзок MC = BM.
4) Опускаємо перпендикуляри з точкиB наCQ та з точкиC наBP, вони перетинаються

у точцi A.
4. Нехай O — центр описаного кола гострокутного трикутника ABC. На сторонах AB

та AC вiдмiтили точки D та E вiдповiдно так, що вiдрiзок DE проходить через точку O.
Нехай K та L — ортоцентри трикутникiв BOD та COE вiдповiдно, а T — точка перетину
прямих KD та LE. Доведiть, що точки A, K, T та L лежать на одному колi.

(Матвiй Курський)
Розв’язання. Оскiльки трикутник AOB рiвнобедрений, то ∠OAD = ∠OBD, а оскiльки

OK ⊥ BD та KD ⊥ BO, то ∠OKD = ∠OBD. Отже, ∠OAD = ∠OKD, а тому точки
O,A,K,D лежать на одному колi (рис. 5). Аналогiчно точки O,A, L,E лежать на одному
колi. Звiдси дiстаємо1

∠KAL = ∠KAO + ∠LAO = ∠TDO + ∠TEO = 180◦ − ∠DTE = 180◦ − ∠KTL,

тобто чотирикутник AKTL вписаний.

Рис. 5.
1для розташування точок, зображеного на рис. 5; в iнших випадках викладки є цiлком аналогiчними.
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5. Нехай ABC — гострокутний трикутник з ортоцентром H та центром описаного кола
O. На сторонi BC знайшлася така точка P, що OP = OH та HP = AH. Доведiть, що точка
P лежить на прямiй AO або на прямiй AH. (Михайло Сидоренко)

Розв’язання. Вiдкладемо на продовженнi висоти AD вiдрiзок DN = HD. Тодi пряма BC
є серединним перпендикуляром до HN, отже NP = HP = AH та CH = CN. Оскiльки
∠DHC = ∠ABC (кут мiж висотами трикутника), то i ∠ANC = ∠DHC = ∠ABC, отже
точка N лежить на описаному колi трикутника ABC. Таким чином, ON = OA як радiуси, а
також OP = OH та NP = AH. Тому трикутники ONP та OAH рiвнi за трьома сторонами.
Позначимо ∠OAH = ∠ONA = α. Тодi ∠ONP = ∠OAH = α.

Якщо точки P та A лежать по одну сторону вiд ON, звiдси випливає, що P лежить на
променi NA (рис. 6 а).

Надалi будемо вважати, що точки P та A лежать по рiзнi сторони вiд ON (рис. 6 б). Тодi
∠PHN = ∠PNH = 2α. Тому кут при основi рiвнобедреного трикутника AHP дорiвнює
∠PAH = α, отже P лежить на променi AO.

Рис. 6.
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9 клас

1. Дано вписаний чотирикутник ABCD. На сторонi AD знайшлися точки K та L такi,
що AK = BK та CL = DL, причому точки A, K, L, D лежать на прямiй саме у такому
порядку. Точка M є такою, що KM ∥ AB та LM ∥ CD. Доведiть, що BM = CM.

(Матвiй Курський)
Розв’язання. Нехай O — центр кола, описаного навколо чотирикутника ABCD, OE та

OG — серединнi перпендикуляри до AB та CD, а F — точка перетину прямої OM з BC
(рис. 1). Оскiльки точкиK та L лежать наOE таOG, аKM ∥ AB та LM ∥ CD, то∠OKM =
= ∠OLM = 90◦. Тому чотирикутник OKML вписаний.

Позначимо ∠BAD = α. Тодi ∠MKL = α, бо KM ∥ AB, та ∠MOL = ∠MKL = α,
бо чотирикутник OKML вписаний. Тепер у чотирикутнику FOGC маємо ∠FOG = α,
∠FCG = ∠BCD = 180◦ − α та ∠OGC = 90◦. Звiдси ∠OFC = 90◦. Таким чином, OF —
серединний перпендикуляр до BC, а оскiльки точка M лежить на OF, то BM = CM.

Рис. 1.

2.Дано трикутникABC.На променiAC вiд-
мiтили точку P, а на променi BC — точку Q
так, що описанi кола трикутникiвACQ таBCP
дотикаються до AB. Нехай O — центр опи-
саного кола трикутника PCQ. Доведiть, що
AO = BO. (Володимир Пригунов)

Розв’язання. Нехай радiус описаного кола
трикутника PCQ дорiвнює R. За властивiстю
сiчних та дотичних до кола дiстаємо (рис. 2)

(AO −R)(AO +R) =AC · AP = AB2,

(BO −R)(BO +R) =BC ·BQ = AB2.

Тому AO2 −R2 = BO2 −R2, тобто AO = BO.
Рис. 2.

3. Нехай BE та CF — бiсектриси трикутника ABC. На продовженнi EF за точку F
вiдмiтили точку P так, що AB = BP, а на продовженнi FE за точку E вiдмiтили точку Q
так, що AC = CQ. Доведiть, що ∠BPQ = ∠CQP. (Георгiй Жилiнський)

Розв’язання. Вiдмiтимо на прямiйEF точкиK таL так,щоAK ∥ BP таAL ∥ CQ (рис. 3).
Позначимо BC = a, AC = b та AB = c. За властивiстю бiсектриси AF/FB = b/a, а оскiльки
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трикутники PBF та KAF подiбнi, то AK/BP = AF/BF = b/a. Отже, AK = BP · b
a
= bc

a
.

Аналогiчно AL = bc
a
. Отже, трикутник AKL рiвнобедрений, звiдки

∠BPQ = ∠AKL = ∠ALK = ∠CQP.

Рис. 3.
4. Нехай ABCD — вписаний чотирикутник, у якому AD ∦ BC. На сторонах AB та CD

вiдмiтили точки X та Y вiдповiдно так, що AX/XB = CY/Y D. Точки P та Q симетричнi
точцi X вiдносно AD та BC вiдповiдно. Доведiть, що PY = QY. (Георгiй Жилiнський)

Розв’язання.Нехай для визначеностi променiAD таBC перетинаються у точцiO.Оскiль-
киAD таBC є серединними перпендикулярами доXP таXQ, точкаO є центром описаного
кола трикутника PXQ (рис. 4). Позначимо Y ′ точку перетину серединного перпендику-
ляра до PQ з прямою CD i доведемо, що Y ′ = Y. Звiдси випливатиме, що PY = QY.

Оскiльки OA, OB та OY ′ є бiсектрисами кутiв POX, XOQ та POQ вiдповiдно, то про-
мiнь OY ′ лежить мiж OA та OB, а тому точка Y ′ лежить на вiдрiзку CD. Трикутники OAB
та OCD подiбнi. Покажемо, що ∠AOX = ∠COY ′. Справдi, ∠AOX = 1

2
∠POX = ∠PQX, а

оскiльки PQ ⊥ OY ′ таQX ⊥ OC, то ∠COY ′ = ∠PQX = ∠AOX.Отже,X та Y ′ —вiдповiднi
точки у подiбних трикутниках OAB та OCD. Звiдси CY ′/Y ′D = AX/XB = CY/Y D. Таким
чином, Y ′ = Y.

Рис. 4.
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5. Нехай O — центр кола, описаного навколо рiвнобедреного трикутника ABC
(AB = AC), K — середина дуги AB, що не мiстить точку C, T — точка на прямiй BO
така, що ∠KAT = 90◦, та E — середина AC. Доведiть, що ∠KET = 90◦.

(Павло Проценко та Ангелiна Шкуринська)
Розв’язання. Вiдмiтимо на прямiй BO точку D так, що KD ⊥ BO (рис. 5). Тодi точки

K,A, T,D лежать на колi з дiаметром KT. Покажемо, що точка E теж лежить на цьому
колi, звiдки ∠KET = 90◦.

Оскiльки OK є бiсектрисою кута AOB, то ∠KOB = 1
2
∠AOB = ∠ACB < 90◦. Тому

точка D лежить на променi OB та ∠KOD = ∠KOB = 1
2
∠AOB. Аналогiчно OE є бiсектри-

сою кута AOC та ∠AOE = 1
2
∠AOC, тому ∠KOD = ∠AOE. Оскiльки OK = OA як радi-

уси, прямокутнi трикутники KOD та AOE рiвнi за гiпотенузою та гострим кутом. Отже,
KD = AE та ∠DKO = ∠EAO. Трикутник KOA рiвнобедрений, тому ∠OKA = ∠OAK.
Таким чином, ∠DKA = ∠DKO+∠OKA = ∠EAO+∠OAK = ∠EAK. Звiдси випливає, що
DKAE — рiвнобiчна трапецiя. Тому точка E лежить на описаному колi трикутника KAD,
що завершує доведення.

Рис. 5.
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10 –11 класи

1. Нехай ω — вписане коло трикутника ABC, у якому
AB = AC = 2BC, I — центр ω, K — точка дотику ω зi
стороною AC та F — друга точка перетину BK з колом ω.
Доведiть, що точки A, I, F та B лежать на одному колi.

(Матвiй Курський)
Розв’язання.ОскiлькиKC = 1

2
(AC+BC−AB) = 1

2
BC, то

KC/BC = BC/AC, отже трикутники ABC та BKC подiбнi
(рис. 1). Покладемо ∠BAC = 2α. Тодi

∠CKB = ∠ABC = 90◦ − α.

Оскiльки ∠IKC = 90◦, то

∠IKF = ∠IKC − ∠CKB = 90◦ − (90◦ − α) = α.

Трикутник IKF рiвнобедрений, тому ∠IFK = ∠IKF = α.
Звiдси ∠IAB+∠IFB = α+(180◦−α) = 180◦, тобто чотири-
кутник AIFB вписаний.

Рис. 1.

2. Нехай O — центр описаного кола гострокутного трикутника ABC. На сторонах AB
та AC вiдмiтили точки K та L вiдповiдно так, що OK = BK та OL = CL. Описанi кола
трикутникiв ABC та AKL вдруге перетинаються у точцi T. Доведiть, що AT ∥ BC.

(Матвiй Курський)
Розв’язання. Позначимо R радiус описаного кола трикутника ABC. Оскiльки трикутни-

ки AOB та BOK рiвнобедренi та мають спiльний кут при вершинi B, то вони подiбнi.
Звiдси AB/BO = BO/BK, тобто AB · BK = BO2 = R2. Аналогiчно AC · CL = R2. Добу-
дуємо трикутник ABC до рiвнобiчної трапецiї ABCD та вiдмiтимо на сторонi CD точку E
так, що CE = BK (рис. 2) Оскiльки CD · CE = AB · BK = AC · CL, точки D,E,A та L
лежать на одному колi, а оскiльки ADEK рiвнобiчна трапецiя, це коло проходить i через
точку K, тобто є описаним колом трикутника AKL. Тому T = D, звiдки AT ∥ BC.

Рис. 2.
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3. Дано трапецiю ABCD (AD ∥ BC). На сторонi CD вiдмiтили точку K та вписали у
трикутники BCK та ADK кола з центрами I та J вiдповiдно. Знайдiть усi трапецiї ABCD,
для яких може виявитися, що обидва многокутники ABIKJ та DCIJ вписанi.

(Володимир Брайман та Олександр Толеснiков)
Розв’язання. Позначимо кути трапецiї ∠BCD = γ та ∠CDA = δ, γ + δ = 180◦. Тодi

∠BIK = 90◦ + γ
2
та ∠AJK = 90◦ + δ

2
. Оскiльки п’ятикутник ABIKJ вписаний, то

∠BAK = 180◦ − ∠BIK = 90◦ − γ
2

та ∠ABK = 180◦ − ∠AJK = 90◦ − δ
2
.

Тому ∠BAK + ∠ABK = 180◦ − γ+δ
2

= 90◦. Таким чином, трикутник ABK прямокутний.
Оскiльки ∠KIC = 90◦ + 1

2
∠CBK та ∠JIK = ∠JAK = 1

2
∠DAK, то

∠JIC = ∠KIC + ∠JIK = 90◦ + 1
2
(∠CBK + ∠DAK).

Але ∠CBK + ∠DAK = 180◦ − (∠ABK + ∠BAK) = 90◦. Тому ∠JIC = 135◦. а оскiльки
чотирикутник DCIJ вписаний, то ∠CDJ = δ

2
= 45◦. Звiдси γ = δ = 90◦, тобто трапецiя

ABCD прямокутна.
Оскiльки∠JIC = 135◦ та∠ICD = γ

2
= 45◦, вписаний чотирикутникDCIJ є рiвнобiчною

трапецiєю, звiдки CI = DJ. Прямокутнi трикутники BCK та KDA подiбнi, бо ∠KBC =
= ∠AKD як кути iз взаємно перпендикулярними сторонами. Оскiльки CI та DJ — вiдпо-
вiднi вiдрiзки у цих трикутниках, то насправдi цi трикутники рiвнi. Таким чином,

CD = CK +KD = AD +BC.

Тепер покажемо, що довiльна трапецiяABCD, в якiй∠C = ∠D = 90◦ таCD = AD+BC,
є шуканою. Для цього вiдмiтимо на сторонi CD точку K так, що CK = AD та KD = BC
(рис. 3). Прямокутнi трикутникиBCK таKDA рiвнi за двома катетами, звiдки CI = DJ та
ABK — прямокутний рiвнобедрений трикутник. Оскiльки ∠ICD = ∠CDJ = 45◦, чотири-
кутникDCIJ є рiвнобiчною трапецiєю, а отже вписаний. А оскiльки∠BAK = ∠ABK = 45◦

та ∠BIK = ∠AJK = 135◦, чотирикутники ABIK та ABKJ вписанi, звiдки п’ятикутник
ABIKJ вписаний.

Вiдповiдь: ABCD — довiльна трапецiя, в якiй ∠C = ∠D = 90◦ та CD = AD +BC.

Рис. 3.
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4. Нехай ABC — трикутник, у якому AB ̸= AC. На сторонах BC, AC та AB вiдмi-
тили точки D, E та F вiдповiдно так, що чотирикутник BFEC вписаний та описане ко-
ло трикутника DEF дотикається до BC у точцi D. На прямiй AD знайшлася така точка
Q, що BQ = CQ, причому точки A та Q лежать по рiзнi сторони вiд BC. Доведiть, що
∠BAC + ∠EDF + ∠BQC = 180◦. (Антон Тригуб)

Розв’язання. Оскiльки ∠BFE = 180◦ − ∠ECB та ∠EFD = ∠EDC, то

∠BFD = ∠BFE − ∠EFD = 180◦ − ∠ECD − ∠EDC = ∠DEC.

Позначимо ∠BFD = ∠DEC = α. Тодi
∠BFD = ∠BAD + ∠ADF = α та ∠DEC = ∠DAC + ∠ADE = α,

звiдки ∠BAC+∠EDF = 2α. Залишається показати, що ∠BQC = 180◦−2α. Нехай описане
коло трикутника BFD вдруге перетинає пряму AD у точцi P. Тодi

AE · AC = AF · AB = AP · AD,

отже описане коло трикутника DEC теж проходить через точку P.
Якщо точки A та P лежать по одну сторону вiд BC, то ∠BPD = ∠BFD = α та ∠DPC =

= ∠DEC = α (рис. 4). Таким чином, пряма AD мiстить бiсектрису кута BPC. Нехай ця
пряма вдруге перетинає описане коло трикутника BPC у точцi W. Тодi W — середина
дуги ⌣BWC та BW = CW, причому ∠BWC = 180◦ − ∠BPC = 180◦ − 2α. Залишається
зауважити, що Q = W, бо iнакше пряма AD була би серединним перпендикуляром до BC,
що суперечить умовi AB ̸= AC.

Рис. 4.
Якщо точки A та P лежать по рiзнi сторони вiд BC, то аналогiчно дiстаємо, що Q є

точкою перетину описаного кола трикутника BPC з прямою AD, але у цьому випадку
точки A та Q лежать по одну сторону вiд BC, що суперечить умовi.
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Якщо ж P = D, то прямаAD є спiльною дотичною до описаних кiл трикутникiвBFD та
DEC. Тому∠BDQ = ∠BFD = α,∠CDQ = ∠DEC = α. Звiдси α = 90◦ таDQ ⊥ BC.Оскiль-
ки BW = CW, пряма A − D − W є серединним перпендикуляром до BC, що суперечить
умовi AB ̸= AC.

5. Всерединi гострокутного нерiвнобедреного трикутника ABC обрали точку D так,
що ∠ABD = ∠ACD. Коло з дiаметром AD вдруге перетинає описане коло трикутника
ABC у точцi K та висоту AH у точцi E. Доведiть, що пряма KE проходить через середину
сторони BC. (Михайло Баркулов)

Розв’язання. Будемо для визначеностi вважати, що точки розташованi як на рис. 5. Не-
хай M — середина BC, а коло з дiаметром AD перетинає сторони AB та AC у точках P
та Q вiдповiдно. Тодi трикутники BPD та CQD прямокутнi. За умовою ∠PBD = ∠QCD,
тому цi трикутники подiбнi, звiдки PD/QD = BP/CQ.

Трикутники KPB та KQC подiбнi, оскiльки ∠KBP = ∠KBA = ∠KCA = ∠KCQ та
∠KPB = 180◦ − ∠KPA = 180◦ − ∠KQA = ∠KQC. Звiдси KP/KQ = BP/CQ = KB/KC та
∠PKQ = ∠BKC, тому трикутники PKQ та BKC теж подiбнi.

Проведемо у колi з дiаметром AD хорду DL ∥ PQ i позначимо G точку перетину дiаго-
налей чотирикутникаKQLP. Покажемо, щоG є серединою вiдрiзка PQ. Справдi, оскiльки
PD = QL та QD = PL, то

QL/PL = PD/QD = BP/CQ = KP/KQ,

тобто KP · PL = KQ ·QL. Але ∠KQL = 180◦ − ∠KPL, тому

SKPL = 1
2
KP · PL sin∠KPL = 1

2
KQ ·QL sin∠KQL = SKQL.

Отже, трикутники KPL та KQL мають спiльну сторону KL та рiвнi площi. Тому точки P
та Q знаходяться на однакових вiдстанях вiд прямої KL по рiзнi сторони вiд неї, а тому
середина PQ лежить на KL, тобто G — середина PQ.

Трикутники PKQ та BKC подiбнi, аKG таKM — їхнi медiани, тому ∠KGP = ∠KMB.
Але ∠KGP = 1

2
(⌣KP+ ⌣QL) = 1

2
(⌣KP+ ⌣PD) = ∠KED. Отже, ∠KMB = ∠KED.

Оскiльки DE ⊥ AH та BC ⊥ AH, то DE ∥ BC. Якщо пряма KE перетинає BC у точцi M ′,
то ∠KM ′B = ∠KED = ∠KMB. Звiдси M ′ = M, що завершує доведення.

Рис. 5.
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